Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri

oo

Hrani¢ni kmitocty propustného a nepropustného pasma jsou ve vétsiné pripadu
specifikovany v [Hz] spoleéné se vzorkovacim kmitoétem ¢islicového filtru. Névr-
hové algoritmy ¢islicovych filtrt vsak vychéazi z ¢islicovych thlovych kmitocti.
Proto pred zac¢atkem navrhu musi byt vychozi hrani¢ni kmito¢ty normovany vzta-
hem (7.4).

Priklad 7.2
Jsou dany hranic¢ni kmitoc¢ty dolni propusti f, = 1kHz, fs = 2kHz a vzorkovaci
kmitocet f, = 10kHz. Urcete prislusné ¢islicové ithlové kmitocty.

Reseni:
2
Gp = wpT = ;f” = g =0,6284,
orf, 2
o= =2 2T sy
fo 5
oag

7.1. Cislicové filtry IIR

Prenosova funkce ¢islicovych filtrii ITR mé, stejné jako v pripadé analogovych filtr1,
tvar racionalné lomené funkce. Diky této podobnosti je mozné vhodnou transfor-
maci analogové prenosové funkce, definované v roviné p, ziskat pfenosovou funkci
IIR v roviné z. Tento zptisob navrhu byva oznacovan jako nepfimy nebo také jako
transformacni. Na transformaci p — z klademe dvé nutné podminky, znazornéné
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=

Obrazek 7.2: Obecné pozadavky na transformacni predpis p — z

0 a&’m i

na obrazku 7.2.

1. Imaginarni osa roviny p = jw se musi transformovat na jednotkovou kruznici
v roviné z = €. Tato podminka je nutni, aby se zachovavaly kmitoctové
charakteristiky analogového filtru.
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7.1. Cislicové filtry IIR

2. Levéa polorovina R(p) < 0 roviny p se musi transformovat dovniti jednotkové
kruznice |z| < 1 roviny z. Tato podminka zarucuje, zZe stabilni analogovy filtr
se bude transformovat na stabilni ¢islicovy filtr.

Uzivanymi transformac¢nimi metodami jsou:

1. invariantni impulsni odezva,
2. diskrétni aproximace derivace,

3. bilinearni transformace.

Nejcastéji se pouziva bilinearni transformace.

7.1.1. Invariantni impulsni odezva

Tato transformacni metoda se tyka vzajemné identifikace ¢asovych odezev filtru na
jednotkovy impuls. Pod pojmem invariantni impulsni odezva rozumime, ze k im-
pulsni odezvé h,(t) zndmého analogového filtru hleddme impulsni odezvu ¢&islico-
vého filtru hg[n], kterd se shoduje v okamzicich vzorkovani ¢ = nT s analogovou
predlohou

haln] = he(nT). (7.5)

To znamena, ze rozklad analogové prenosové funkce na parcialni zlomky

ki
Ha pr)= 3 7.6
W=3 =0 (7.6)
s ptislusnou impulsni odezvou
N
ha(t) = L7 Ha(p)} = > ki eP=it. (7.7)
i=1

je nahrazen prenosovou funkci ¢islicového filtru, jenz ma shodnou impulsni odezvu
v bodech t = nT a tedy

haln] = Z27Y{Hy(z)} = Z k; epinT (7.8)

Prenosova funkce takového ¢islicového filtru ma potom tvar
N

Ho(z) =Y 1]“7 . (7.9)

— epooiTz_l
i=1

7 predchozich vztahti i z obr.7.3 je ziejmé, ze stabilni analogova pienosova funkce
s p6ly v levé poloroviné (p;) < 0 se transformuje na stabilni ¢islicovou pfenosovou
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Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri
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Obrézek 7.3: Zobrazeni roviny p na rovinu z pii transformaci pélii peo; — eP=iT

funkci, jejiz pdly jsou |z; = eP=iT| < 1. Kmito¢tovéa charakteristika ¢islicového fil-
tru je rovna kmitoc¢tové odezvé periodicky vzorkované analogové prenosové funkce
a tedy
o ha(04+) 1 & w 2m
Ho (@) = a2 H,[i=+ij= 7.10
a(e”) 5 +TZ o\ Hign) (7.10)

n=—oo

kde
ha(0+) = lim p Ha(p).

Jestlize je splnéna podminka

H,(jw) = 0 pro |w| > (7.11)

1]

hq(04+) =0 (7.12)

jsou kmitoctové odezvy analogové a Cislicové prenosové funkce az na nasobnou
konstantu 1/T pfiblizné shodné

w

T

™

o 1 )
Ha(e) = H,(j -

7 (7.13)

) pro |w| <
Citatel ¢islicové pfenosové funkce musime proto néasobit vzorkovaci periodou 7.
Podminka (7.11) mtze byt splnéna pro redlny filtr pouze pfiblizné. Podminka (7.12)
bude splnéna, pokud fad jmenovatele analogové pfenosové funkce H,(p) je alesponi
o dva vyssi nez rad citatele.

Popisovana metoda dava dobré vysledky u transformaci prenosovych funkci
typu dolni a pasmovéa propust ziskanjch Butterworthovou a CebysSevovou aproxi-
maci, pfi kterych jsou splnény obé podminky (7.11) a (7.12). Metoda se nehodi
pro transformace pfenosovych funkci, které maji nulové body prenosu na konec-
nych kmitoctech, jez jsou vysledkem inverzni Cebysevovy a Cauerovy transformace.
Prenosové funkce se v téchto pfipadech nekorektné transformuji. Je to zpisobe-
no rozkladem na parcidlni zlomky vztahem (7.6). Vyhodou uvedené transformacni
metody je, ze zachovava jak modulovou tak i fazovou kmitoctovou charakteristiku
analogového filtru.
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7.1. Cislicové filtry IIR

Priklad 7.3

Metodou invariantni impulsni odezvy navrhnéte Cislicovy filtr. Pro transformaci
pouzijte pfenosovou funkci 3. fadu typu dolni propust s w, = 1s~! (Butterwortho-
va aproximace). Pouzijte vzorkovaci kmitocet w, = 55~ 1.

1
H,(p) =
») pPP+2p*+2p+1

Resent:
Jmenovatel pfenosové funkce H,(p) rozlozime na soucin kofenovych ¢initeli a pro-
vedeme rozklad na parcialni zlomky.
1
Ha(p) = . s =
(p+1)(p+0,5+3j0,866025)(p + 0,5 — j 0,866 025)
3
PN
i=1 P~ Pooi
1 —0,5+j0,288675 —0,5-j0,288675
p+1 p+0,5+j0,866025 p+0,5—3j0,866025"
Vypocitame periodu vzorkovani

= 2 = 2n = 1,256 637062 .
Wy 5
Sestavime ¢islicovou pienosovou funkci Hy(z) pomoci vztahu (7.9), kde
eprT = ¢~ 1'1,256637 — 0,284609,
€p°°2T _ 6(_0’5_j 0,866 025)-1,256 637 _ 0’247 543 — ,] 0’472 580 ,
epoogT _ 6(_0’5+j 0,866 025)-1,256 637 _ 0’247 543 + ,] 0’472 580.

k; 1
H = =
) ; 1 — ep=il'z—1 1 —0,284609 Z_l+

n —0,5+43j0,288 675 n —0,5—3j0,288675 _
1— (0,247543 —j0,472580) 21 ' 1 — (0,247 543 +j 0,472 580) 21

B 0,309909 759 2% + 0,136 502 194 =z

23 —0,779697 180 22 4 0,425 516 209 z — 0,081 0025921
Cislicovou pienosovou funkci Hy(z) musime nakonec vynasobit vzorkovaci perio-
dou T, jak vyplyva ze vztahu (7.13)

0,389444 089 2%+ 0,171 533 716 2

23 —0,779697180 22+ 0,425516 209 2 — 0,081 0025921

oo

THd(Z) =

Program 21

V prostfedi Matlab navrhnéte Cislicovy filtr metodou invariantni impulsni odezvy. PouZijte stej-
né zadani jako v prikladu 7.3. Vypocitejte kmitoctovou a impulsni charakteristiku analogového
a Cislicového filtru a obé charakteristiky vykreslete podobné jako na obrazku 7.4.
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Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri

Nové operatory a funkce pouzité v programu:

impinvar konverze analogové prenosové funkce na Cislicovou prenosovou funkci
metodou invariantni impulsni odezvy

Program vyzaduje Symbolic Math Toolbox a Signal Processing Toolbox.

Vlastni program:

fs=5/(2%pi);
[b,al=butter(3,1,’s’)
[bz,az] = impinvar(b,a,fs)
f=linspace(0,fs,200) ;
Ha=freqs(b,a,2*pix*f);
Hd=freqz(bz,az,f,fs);
figure(1)

subplot(1,2,1)
plot(f/fs,abs(Ha),’b’,f/fs,abs(Hd), g’)
grid
Hp=poly2sym(b)/poly2sym(a) ;
ha=vpa(ilaplace(Hp),5)
t=linspace(0,15/fs,200) ;

subplot(1,2,2)
plot (t*fs,subs(ha))
grid
[hd,td]=impz(bz,az,16,fs);
hold on
stem(td*fs,hd*fs,’g’)
hold off
1 T T T T 0.6 T
o5f | analog
0.8 digital
04r o
0.6 0.3 '
T z
0.4 02
01}:
0.2 : i
o -0.1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 5 10 15
f/fb nT

Obrazek 7.4: Porovnani kmito¢tové charakteristiky a impulsni odezvy

173



7.1. Cislicové filtry IIR

7.1.2. Aproximace derivace

Tato transformacni metoda je zalozena na diskrétni aproximaci derivace spojité
funkce, kterou je mozné provést nékolika zpusoby. Jednou z moznosti je ndhrada
prvni derivace prvni zpétnou diferenci podle vztahu

dy
dr

byl

- , (7.14)

t=nT
kde T je vzorkovaci perioda, y[n] = y(nT) jsou vzorky spojité funkce v bodech
t = nT'. Postup ndhrady derivace byl demonstrovan na obrazku 1.7 v kapitole 1.3.2,
ve které byla také odvozena transformace pro druhou derivaci. Na vztah (7.14)
miuzZe byt aplikovana Z-transformace, kterd vede na vysledek

z { % t_nT} _ %Z_l Y(z). (7.15)

Pokud déle uzijeme vztah pro Laplaceovu transformaci derivace pfi nulovych po-
¢atecnich podminkach

dy
LS —=/=pY 7.16
(%)=, (7.16)
lze vyjadrit pfimy transformacni vztah mezi rovinami p a z ve tvaru
1= 271 o 1lz2-1
P=—r "7

Ze vztahu (7.17) je mozné odvodit, jakym zptsobem se transformuje imaginarni
osa roviny p = jw. Z rovnice

1 1 1 14+jwl\ 1 .
— — =21 — (1 _]arctan(wT)) 718
TS ,T T 1—jerT 2< +1ij) g\t te (7.18)

(7.17)

vyplyvé, Ze pro vSechna w je |z — %| = %, coz je rovnice kruznice se stfedem

v %, o poloméru % Toto zobrazeni je ukdzano na obrazku 7.5. Je zfejmé, ze neni

Tjw

p-rovina +13(2)
i 7., z-rovina
=3 >
0 o -1 1 R(z)

Obrazek 7.5: Zobrazeni roviny p na rovinu z pfi transformaci zpétnou diferenci

splnéna prvni z nutnych podminek? kladenjch na transformaci p — z a bude

2viz zagatek kapitoly 7.1
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Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri

tedy dochéazet ke zna¢nému zkresleni kmitoc¢tovych charakteristik digitalniho filtru.
Druha nutnd podminka je touto transformaci splnéna. Uvedena metoda se hodi
pouze na transformace dolnich propusti za predpokladu volby dostatecné velkého
vzorkovaciho kmitoctu.

Kromé nahrady prvni derivace spojité funkce prvni zpétnou diferenci je mozné
pouzit i prvni dopfednou diferenci definovanou vztahem

dy ylo+ 1)~ yln]

7.19
at|,_ . T (7.19)

Stejné jako v predchozim pfipadé je mozné vyjadrit pfimy transformacni vztah
mezi rovinami p a z ve tvaru

z—1
= . 7.20
P=—F (7.20)
Odtud plyne, Ze imaginarni osa roviny p se transformuje podle rovnice
z=1+pl =1+ juT, (7.21)

ze které je zfejmé, Ze imaginarni osa se posune o jednicku doprava, jak je ukdzano
na obrazku 7.6. Z uvedeného zobrazeni je zfejmé, Ze neni splnéna ani jedna z nut-

T jw
: 29(2)

p-rovina
. |z-rovina
o o L w(z)

Obrazek 7.6: Zobrazeni roviny p na rovinu z pfi transformaci dopfednou diferenci

nych podminek kladenych na transformace p — z. Kromé zkresleni kmitoc¢tovych
charakteristik digitalniho filtru, mize p¥i této transformaci vzniknout nestabilni
digitalni filtr.

7.1.3. Bilinearni transformace

Tato transformac¢ni metoda je zalozena na numerické integraci diferencialni rovnice
prvniho fadu

%y(t) = a(t). (7.22)

Numerickou integraci této rovnice lichobé&Zznikovou metodou pro t € (¢, t3) je
mozné vyjadrit nasledujicim vztahem
ta
x(t1) + x(t
y(t2> — y(tl) = / x(t) dt =~ (tQ — t1> w . (723)

ty
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7.1. Cislicové filtry IIR

V nésledujicim kroku se provede dosazeni za 1 = (n — 1) T a ty = nT
T
y(nT) = y((n — 1)) = 5 (al(n ~ 1) T) + 2(nT)). (7.24)
Na tuto diferenéni rovnici se dale aplikuje Z-transformace, ktera vede na vysledek
T
1-2z"HY(2) = 3 (7' 1) X(2). (7.25)

Na vychozi diferencidlni rovnici (7.22) je moZné aplikovat Laplaceovu transformaci,
ktera vede pfi nulovych pocéateénich podminkach na vysledek

pY(p) = X(p) . (7.26)
P¥imy transformacni vztah pro bilinearni transformaci potom vychézi ve tvaru
21—2z271 2z-1
Tl+z1 Tz+1~

Ze vztahu (7.27) je mozné odvodit, jakym zptsobem se transformuje imaginarni
osa roviny p = jw. Z rovnice

1+p%  1+jwd

p= (7.27)

_ _ _2jarctan(w L)

2= = =e p 7.28
1-pL 1-juwi (7.28)
vyplyvé, Ze pro vSechna w je |z| = 1, coZz je rovnice kruznice se stfedem v 1,

o poloméru 1. Toto zobrazeni je ukdzano na obrazku 7.7. Ze zobrazeni je zfejmé,

Tjw

A p-rovina +13(2)
\/’ \z—rovina
=2 —>
0 n -1KJ1 )

Obréazek 7.7: Zobrazeni roviny p na rovinu z pfi bilinedrni transformaci

7e bilinearni transformace spliiuje obé transformaéni podminky.? Nicméné z rovnice
(7.28) je mozné odvodit, ze dochazi ke zkresleni kmito¢tové osy podle vztahu

. . 2 oI
PwaT — piarctan(wa 3) wg = T arctan <w2 > . (7.29)

V pfipadé, ze je navrh soustfedén pouze na modulovou charakteristiku, je mozné
vliv tohoto zkresleni eliminovat tim, Ze provedeme pfedzkresleni analogové kmi-

toctové osy vztahem
2 fan (1 (7.30)
we =—tan | — | . .
T 2

3viz zagatek kapitoly 7.1
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Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri

| typ | novy okraj p—z | transformacni formule |
—1
DP wp K j n % K= wp cotan%
HP Wy HZJF ﬁ:wptanw—p
z—1 2 -
2_9 1 cos (L2t
PP stfed PP &g Zocardl o = cosdy = M
22 -1 cos (wzgwl)
okraje PP @1 < &n Kk = wp cotan[(we — 1) /2]
21 cos (2o
PZ stied PZ wq K s Q= coswy = g
22 —20z+1 cos(‘*’22‘*’1)
okraje PZ &1 < &9 Kk = wp tan[(®2 — 1) /2]

Tabulka 7.1: Kmitoctova transformace analogové DP s okrajem propustného
pasma wy, na Ctyfi rizné typy cislicovych prenosovych funkei filtra

Zahrneme-li toto pfedzkresleni do navrhovych postupt, potom je tfeba analogovou
proménnou p v rovnici (7.27) normovat vztahem (7.30). Napiiklad mé-li analogova
dolni propust hrani¢ni kmitocet okraje propustného pasma w,, potom po normo-
vani bude
2 ")
w, — — tan —= . 7.31

Normovanim pravé i levé strany definiéni rovnice (7.27) dostavame bilinedrni trans-
formaci ve tvaru

z—1
= Kog—— 7.32
S Ko o+ 1’ ( )

ve kterém A
Ko = cotan;p . (7.33)

Vztah (7.32) plati pro transformaci analogové NDP s okrajem propustného pasma
Q, = 1 na dcislicovou DP s okrajem propustného pasma w,. V tabulce 7.1 jsou
uvedeny obecné kmitoctové transformace analogové DP s okrajem propustného
pasma w) na ¢tyii rizné typy Cislicovych pfenosovych funkei filtri DP, HP, PP a
PZ.

Priklad 7.4

Metodou bilinearni transformace navrhnéte cislicovy filtr. Pro transformaci pou-
zijte normovanou prenosovou funkci 3. fadu typu dolni propust s hrani¢nim kmi-
toc¢tem propustného pdsma w, = 1571, ziskanou Butterworthovou aproximaci.
Pouzijte hodnotu vzorkovaciho kmitoétu w, = 55 1.

B 1
P +2p2+2p+1

H,(p)
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7.1. Cislicové filtry IIR

Reseni:
Nejprve vypocitame periodu vzorkovani

B 21 27

T = 5 = 1256637

Wy

Dale provedeme transformaci prenosové funkce analogového filtru uzitim vztahu
pro bilinedrni transformaci (7.32), pfiemz v nasem piipadé bude

T
K= w, cotanwg =1,376382.

Dosazenim a tipravou ziskame prenosovou funkci ¢islicového filtru

~1
Hu() = Ho(1,376382 ) =
— 1 —
B — 1) —1)? -1
2607455 C 2 | 3788854 G o 7mrea Z L 4
z+1 (z+1 z+1

B 0,098 53116 (z 4+ 1)°
T 23— 0,5772405 22 4 0,421 7870 z — 0,056 297 24

Na obr. 7.8 je ukazano porovnani modulovych charakteristik a impulsnich odezev
analogového a cislicového filtru. Z grafa je vidét, ze bilinearni transformace, diky
kmitoctovému zkresleni, zvétsuje strmost filtru v prechodovém pasmu.

god
1 0.6
-------- analog
0.5 digital
0.8
0.41 -
X
0.6 03l =
£ E ;
0.4 021
0.1}
0.2 '
0 : ‘ -0.1 : ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 5 10 15
f/fv nT

Obrazek 7.8: Porovnani kmito¢tové charakteristiky a impulsni odezvy
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Kapitola 7. Navrh cislicovych filtri

Program 22

V prostredi Matlab navrhnéte Cislicovy filtr metodou bilinearni transformace. Pouzijte stejné
zadani jako v prikladu 7.4. Vypoditejte kmitoctovou a impulsni charakteristiku analogového
a Cislicového filtru a obé charakteristiky vykreslete podobné jako na obr. 7.8.

Nové operatory a funkce pouzité v programu:

bilinear konverze analogové prenosové funkce na Cislicovou prenosovou funkci
metodou bilinearni transformace

Program vyzaduje Symbolic Math Toolbox a Signal Processing Toolbox.

Vlastni program:

fs=5/(2*pi);

fp=1/(2%pi);
[b,a]l=butter(3,1,’s’)
[bz,az]=bilinear(b,a,fs,fp)
%pfimy navrh digitdlniho filtru
%[bz,az]=butter (3,fp/fs*2)
f=linspace(0,fs,200) ;
Ha=freqgs(b,a,2*pix*f);
Hd=freqz(bz,az,f,fs);
figure(1)

subplot(1,2,1)
plot(f/fs,abs(Ha),’b’,f/fs,abs(Hd),’g’)
grid
Hp=poly2sym(b)/poly2sym(a) ;
ha=vpa(ilaplace(Hp),5)
t=linspace(0,15/fs,200) ;
subplot(1,2,2)

plot (t*fs,subs(ha))

grid
[hd,td]=impz(bz,az,16,fs);
hold on
stem(td*fs,hd*fs,’g’)

hold off

7.1.4. Kmitoc¢tové transformace

Kmitoctové transformace umoziujici transformace digitalniho filtru typu dolni pro-
pusti na libovolné jiny typ ¢islicového filtru (DP, HP, PP, PZ), jsou zaloZeny na
obdobnych pozadavcich jako tomu je u analogovych filtrti. Jedna se o takova zob-
razen{ g(z), kterd neméni pribéh modulové charakteristiky v propustném a ne-
propustném pasmu a méni jen polohu okraji propustného pasma. Takové funkce
zobrazeni, které budeme uvazovat, jsou typu ¢islicovy fazovaci dvojbran

27l —a 2 l—p 27t —p*

n() == el = (7.34)
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7.1. Cislicové filtry IIR

| typ | novy okraj | z—Z transformacni formule |
DP z Z—« _ sin[(@, — az)p) /2]
b 1—az sin[(&p + &p) /2]
7 7 —5,) /2
HP pr _ zi a_ a = COS[("‘}P (‘;)P)/ }
1—az cos[(@p + @p) /2]
72 2af N N
z° — z+ 2 2
PP | Gy alye | — Mﬁgl B+1 o = Ccosl(@p2 +fp1)/ ]
6+lz+ ﬁ+1 COS[(wp2 — @p1) /2]
5= tan[w, /2]
= tan[(@ps — Op1) /2]
_ _ 22 _ Z+ = = 9
V| Gt | Do | ol i)
1—5—2’—1—5—2’ cos|(Wp2 — Wp1) /2]
f = tan[w, /2]tan[(©Op2 — Op1) /2]

Tabulka 7.2: Kmito¢tova transformace ¢islicové dolni propusti s okrajem propust-
ného pésma @, na Etyii rizné typy prenosovych funkei

Uvazujme nyni transformaci H(z) — H(g1(z)). ProtoZze na jednotkové kruznici
plati identita

1—271

= 12, , (7.35)

z=el®

w
a funkce tan 5 se chovéa jako dolni propust, vznika logicka otazka, jaka dolni pro-

pust vznikne transformaci g1 (z)

1

B 1 7T —«
= - 1 .
tan = = =j 1%10‘2 _1ta tan = (7.36)
14 2T —« l1—« 2
1—az7 !0

Obdrzeli jsme obecny vztah mezi kmitocty transformovanych dolnich propusti,
které ptirozené plati i pro okraje propustnych pasem @, a w,

ﬁ 1+4a wp
tan 5 — 1 g tan 5 - (7.37)
Vyfesime rovnici (7.37) a dostaneme
o= tang teng _ sinll@y - &)/2 (7.38)
tan % +tan g  sinl(Gy + &) /2

Na zakladé podobnych avah lze sestavit tabulku 7.2. Pro typické kmitocty vzniklé
transformaci se v tabulce pouzivaji symboly w, zatimco v pripadé puvodni dolni
¢islicové propusti kmitocty oznacujeme w.
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