Poly a nuly penosovych funkci

© Jii Hospodka

[ Autorsks prava: UZivatel mZe tento text pouZivat jako studijni material bez omezeni.
| Distribbuce a tisk je mozny pouze se svolenim autora.

Uvedeny studijni material se zabyva vlivem pol penosu linedrniho systému na jeho vlastnosti v
kmitotové a asové oblasti. Navazuje na kapitolu odezva.mws, zabyvajici se odezvou linearniho
systému na harmonicky signal. Pro pochopeni této latky je potebné znat Bodeho aproximaci
kmitotovych charakteristik (modulové a fazové) penosovych funkci. Penosovou funkci
pedpoklddame ve tvaru raciondln lomené funkce. Dale je teba znat Laplaceovu transformaci a jeji

pouziti pi konstrukci impulzni a pechodové charakteristiky.

=I’ estart:

Pro vypoty a kresleni nkrerych graf budeme potebovat tyto knihovny.
[> with(plots):with(inttrans):wth(plottools):

Poly penosovych funkci

[ Pro penosy s jednim pélem pedpokladejme penosovou funkci systému v tomto taru.
> P: =K/ (p-pl);

p:= 0y

Y Jeden pol v levé polorovin

_Nap. pro pl =-1000 a K =1000 dostaneme
> Pf: =unappl y(abs(subs({K=1000, pl=- 1000, p=si gma+l *onega}, P)),
(omega, sigm) ) ;

K
P =
p—pl
1000
Pf=(mw,0)— 1.1
/i=(o.0) |o + Lo + 1000| (D

> conpl expl ot ([ -1000], Re=-1100.. 1100, I m=-1.1..1.1, styl e=point,
synbol =di anond, ti ckmarks=[1, 1] ,title= Umi stni pélu pl ,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA] , synbol si ze=25,
synbol =di agonal cross);




Umisteni polu pl1
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_Takovyto penos vykazuje napiklad tento jednoduchy RC lanek. (Pro ss. signal je P =1, proto

K= —p].})‘)
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| "Komplexni kmitoet" je ve tvaru p=6 +j .

> Surface: =pl ot 3d(Pf, 1.. 3000, - 200. . 200, styl e=pat chnogri d, axes=
box, ori entati on=[-60, 50]):
curve_o: =[ onega, 0, Pf (onega, 0) ] :
B _o: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 3000, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=3):
di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigm, |Pf| ],title= Mdu
penosu v zavislosti na "konpexnimknm totu" p ,|abel font=
[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p
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Je zejmé, Ze pro klesajici 6 vzrsta penos (pro 6 = -1000 a ® =0 vykazuje penos maximum (

pp = %)), jak je také vidt na nasledujicim grafu.

> pl ot 3d(Pf, 1..3000, - 2000. . 200, styl e=pat ch, axes=box, ori ent ati on=
[-60,50], | abel s=[ onega, sigma, | Pf| ],title= Mddul penosu v
zavi sl osti na "konmpexnim km totu" p , | abel font =] HELVETI CA],
axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

Jestlize nyni vykreslime prmt tohoto 3D grafu pro ¢ =0 (na prvnim grafu oznaeno ernou

kivkou) , dostaneme znamou modulovou chrakteristiku (p =j ). Na nésledujicich prbzich je
navic ukazano srovnani pro linearni a logaritmickou stupnici thlového kmitotu w (3D grafy maji
linearni mitka). Zlomovym kmitotem (kmitotem, pi nmz modul penosu poklesne o 3dB) je
zde pimo hodnota p6lu penosové funkce.

> pl ot (Pf (onega, 0), onega=1.. 3000, title=" Mdul ova charakteristika
s linearnimmtkem knmitotu , | abel s=[omega, | Pf| ],| abel font=
[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);
sem | ogpl ot (20*1 og10( Pf (onega, 0) ), onega=1.. 3000, y=-10..0,title=
" Modul ova charakteristika s logaritm ckym mtkem kmtotu’,
| abel s=[ onega, | og| Pf| "], axes=FRANME, | abel f ont =[ HELVETI CA] ,
axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true);




Modulova charakteristika s linearnim méritkem kmitoctu
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Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu
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Jestlize provedeme inverzni Laplaceovu transformaci vyrazu pro penos, dostaneme rovnici pro
pislusnou impulzni charakteristiku (odezvu na Dirakav pulz), pipadn i pechodovou
charalteristiku (odezvu na jednotkovy skok).

> Pt:=invlaplace(P, p, t);
> Ptp:=invlaplace(P/p, p, t);
Pti=Ke''

K (e"'—1)
pl
[ Pro stabilni systém je nutné, aby po odeznni pechodovédo dje se vystupni veliina line4drniho

systému ustalila na konené hodnot. To znamena, Ze pol p/ musi byt zdporny, jak tomu je v tomto
piklad a coz dokazuje nasledujici vypoet i graf.

> Pt (t=infinity)=limt(Pt,t=infinity) assum ng (pl<0);
pl ot (subs({K=1000, p1=-1000}, Pt/1000),t=0..0. 005, | abel s=[ t,
"Pt/1000°],title="1npul zni charakteristika ,|abel font=

[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2) ;
Pt(t=0)=0

Ptp = (1.2)




Impulzni charakteristika
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[ Pro uplnost je uvedena odezva na jedtkovy impulz.

> "Ptp (t=infinity)=limt(Ptp,t=infinity) assum ng (pl<0);
pl ot (subs({K=1000, p1=-1000}, Ptp),t=0..0. 005, | abel s=[t," Ptp ],
title="Inpul zni charakteristika ,|abel font=] HELVETI CA],

axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);

K
Pip (1= 00) =-—
p (1= o) ol
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Y Jeden pol v pravé polorovin

i Nap. pro p/ =1000 a K =1000 dostaneme
> P;
Pf: =unappl y(abs(subs({K=1000, p1=1000, p=si gma+l *onega}, P)),
(onega, sigm) ) ;
K
p—pl
1000

Pf=(m,0)— 2.1
f=(o.0) |6 + 1w — 1000| @D

> conpl expl ot ([ 1000], Re=-1100..1100,Im=-1.1..1.1, styl e=poi nt,
synbol =di anond, ti ckmarks=[1, 1],title="Um stni polu
pl , | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA] , synbol si ze=25,
synbol =di agonal cr oss);

Umisteni polu pl

R

Zde analogicky k pedchzimu pikladu pro vzrstajci 6, vzrstd 1 hypoteticky penos (pro ¢ =1000 a
o =0 vykazuje modul penosu maximum (pp = o )). Pro jsme nazvali penos hypotetickym se
ukéze v zavru této sekce.

Na nasledujicim grafu je jiz vykreslen pouze vyez.

> Surface: =pl ot 3d( Pf, 1.. 3000, - 200. . 200, styl e=pat chnogri d, axes=
box, ori ent ati on=[-60, 50]):
curve_o: =[ onega, 0, Pf (onega, 0) ] :
B o: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 3000, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=3):




di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigma, | Pf| ], title=
"Hypot eticky nodul penosu v zavislosti na "konmpexnim km totu"
p , | abel f ont =[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;

Hypoteticky modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

[ Jak je zejmé, bude hypoteticka modulova chrakteristika takového penosu vykazovat stejny prbh
jako v pedeslém pipad. Co se tye samotného prbhu se bude liSit pouze charakteristika fazova,
a to posunutim o © (neni vykreslena).

> sem | ogpl ot (20*1 og10( Pf (onega, 0) ), onega=1. . 3000, y=-10..0,title=
"Hypoteticka nodul ova charakteristi ka penosu , | abel s=[ onega,

"l og| Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =

[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true);




\ 4

Hypoteticka modulova charakteristika prenosu

log|Pf|
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Odezva na Dirakv impulz vSak ma tvar, z ehoZ vyplyva, ze obvod popsany vyse uvedenym
penosem je nestabilni, a tudiz nelze mluvit ani o penosu ani o kmitotové charakteristice (nelze
pouZit substituci p =/, tj. FT, viz. odezva.mws) . VySe uvedené grafy jsou tudiZ pouhym
vykreslenim matematického vyrazu a nemaji s realitou obvodu nic spoleného! Z tohoto
dvodu jsme je nazyvali hypotetickymi. Ze stejného dvodu neni uvedend ani mozna realizace
obvodu. Tato realizace by byla pouze teoretickd, protoze pro zadny realny systém neni mozné, aby
jakykoli signdl rostl nade vSechny meze, jak to ukazuje nasledujici prbh. Redlny systém je ve své

podstat vzdy nelinedrni a tyto nelinearity vzdy omezi velikost jakéhokoli signalu.
> pl ot (subs({K=1000, p1=1000}, Pt/ 1000),t=0..0. 005, | abel s=[t,
Pt/1000 ],title="1npul zni charakteristika ,|abelfont=
[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2) ;
Impulzni charakteristika
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Komplexn sdruzena dvojice pol
[> P =K/ (p-p1) 1 (p-p2):



K
P:=
L (p—pI) (p—p2)
\ 4 Komlexn sdruZena dvojice pdl se zipornou realnou asti

Nap. pro pl =-200 +1-980, p2=-200 —71-980 aK = 1000* dostaneme
> Pf: =abs(subs({K=1000"2, p1l=- 200+l *980, p2=- 200- | *980, p=si gma+l *
omega}, P));

@3.1)

Pf:= 1000000 ! G.1.1)

(6 +1w+200—9801) (o +1Iw-+200+9801)

> conpl expl ot ([ - 200+1 *980, - 200- | *980] , Re=- 300. . 300, | m=- 1100.
. 1100, styl e=poi nt, synbol =cross, ti ckmarks=[1, 1] ,title=
"Um stni pdol pl, p2 ,I|abel font=[ HELVETI CA], axesfont =
[ HELVETI CA, 8], synbol si ze=25, synbol =di agonal cr 0ss) ;

Umisténi polu p1, p2

X

R

[ Penos tohoto typu vykazyje napiklad takovyto jednoduchy rezonanni RLC obvod.




o

1 C=—|us

V nasledujicich grafech je vynaSen penos vzdy v dB, abychom doséhli "vtsi dynamiky" na ose
penosu. Z tchto a pedchazejicich graf je také zejmé, pro pouze komlexn zdruzené koeny
mohou vyvolat tzv. "pekmit" na modulové charakteristice. Tim, Ze ma pdl nenulovou

imaginarni 4st nastdvad maximum |pp| na jiném kmitotu nez na ® = 0. (nastava pro
p=-200—17-980 ap=-200 + /-980).
> pl ot 3d(20*| oglO( Pf), omega=- 2000. . 2000, si gna=- 300. . 100, styl e=
pat ch, axes=box, ori ent ati on=[ - 60, 50] , nunpoi nt s=2000, | abel s=
[ omega , signma , 20*log|Pf| ], nunpoi nt s=3000,title=" Mdul
penosu v zavislosti na "konpexnimkm totu"p ,|abel font=
[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;
pl ot 3d(20*1 og10( Pf), onmega=1. . 3000, si gma=-10. . 10, st yl e=pat ch,
axes=box, ori entation=[-60,50],title=" Mdul penosu v
zavi sl osti na "konpexnim km totu" p , | abel font=[ HELVETI CA],
axesf ont =[ HELVETI CA, 8]) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu"p

BT



Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

Je pochopitelné, Ze pro redlny kladny kmitoet nenastane maximum penosu, ale mzZe nastat
poze "pekmit" modulové charakteristiky tak, jak je vidt na tomto obrazku. Dale uz budeme

| vykreslovat grafy pouze pro kladné .

Nasleduje prbh modulové charakteristiky penosu vykresleny v linedrnim a logaritmickém
mitku.

> display(matrix(1, 2,[plot(subs(sigma=0, Pf), onega=1.. 3000,
| abel s=[ onega, | Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA],
axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true),
sem | ogpl ot (20*1 0g10( subs(si gna=0, Pf)), onega=1.. 3000, | abel s=
[ onega, | og| Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gridli nes=true)], array));
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asovou odezvu tohoto systému na Diracv impulz ukdzeme v zavru celé této seckce. Tuto
otdzku potom vyeSime obecnji pro vSechny typy linearnich sysrém, tedy i nestabilnimi,
| kterymi se pro Gplnost budeme zabyvat v nasledujicim vykladu.

v Komlexn sdruzZena dvojice pél s nulovou realnou asti

Tento systém bychom mohli teoreticky realizovat dive uvedenym rezonannim obvodem RLC s
nulovym odporem rezistoru. V praxi vSak nelze vytvoit bezestrdtovy pasivni obvod a obvod s
timto penosem lze realizovat s pouzitim aktivnich prvk (oscilatory).

Nap. pro pl =1-1000, p2=-1-1000 a K = 10007 dostaneme
> Pf: =abs(subs({K=1000"2, p1=I *1000, p2=-1*1000, p=si gna+l *onega},

P));

Pf:= 1000000 ! (3.2.1)

(6+1w—10001) (o +Iw+10001)

> conpl expl ot ([I*1000, -1*1000], Re=-300. . 300, | m=-1100. . 1100,
styl e=poi nt, synbol =di anond, ti ckmarks=[1, 1] ,titl e=" Uni stni
pol pl, p2 ,I|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA, 8],
synbol si ze=25, synbol =di agonal cr oss) ;




Umisténi polu p1, p2

<R

RY% nasledujicich grafech je vynasen penos opt v dB. Navic v tomto pipad se jedna o penos
hypoteticky (nerealny), jak ukdZeme déle.

> pl ot 3d(20*| oglO( Pf), onmega=1.. 3000, si gna=-100. . 100, styl e=
pat ch, axes=box, ori ent ati on=[ - 60, 50], | abel s=[ "onega , sigm ,
"20*1 og| Pf| ],title= Hypoteticky nodul penosu v zavislosti
na "konpl exnim km totu" p°, | abel font=[ HELVETI CA] , axesf ont =
[ HELVETI CA, 8] ) ;




Hypoteticky modul prenosu v zavislosti na "komplexnim kmitoctu” p

> sem | ogpl ot (20*1 0g10( subs(si gna=0, Pf)), onega=10..3000,titl e=
"Hypot eti cka nodul ova charakteristi ka penosu, | abel s=
[ omega , 20*log|Pf| ], ! abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true);




Hypoteticka modulova charakteristika prenosu
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Zde jiz je patrné, Ze modul penosu je pouze hypoteticky, jelikoZ roste nade vSechny meze pro
realny kmitoet (v grafu pouze na cca 35 dB diky konenému potu bod; dkazem je vSak
nasledujici limita.
> "Pf " (onega=1000, sigma=0)=limt(subs(sigma=0, Pf), onega=1000)

Pf(©=1000,6=0) = (3.2.2)

| asovou odezvu tohoto systému na Diracv impulz ukaZeme opt v zavru celé této seckce.

v Komlexn sdruZena dvojice pdl s kladnou realnou asti
Obvod s timto penosm lze teoreticky realizovat pouze s vyuZzitim aktivnich prvk, viz pipad
jednoduchého polu v pravé polorovin.

Nap. pro pl =200 +1-980, p2 =200 —/-980 a K = 1000 dostaneme
> Pf: =abs(subs({K=1000"2, p1=+200+| *980, p2=+200- |1 *980, p=si gna+l *
onega}, P));

Pf:= 1000000 I (3.3.1)

(6 +1w—200—9801) (G +Iw—200+9801)

> conpl expl ot ([ 200+I *980, 200- 1 *980] , Re=- 300. . 300, | m=- 1100.
. 1100, styl e=poi nt, synbol =cross, ti ckmarks=[1, 1] ,title=
"Um stni pol pl, p2 ,1abel font=[ HELVETI CA], axesfont =

[ HELVETI CA, 8] , synbol si ze=25, synbol =di agonal cr oss) ;




Umisténi polu p1, p2

<R

[ Jako v pedchozim piklad je i zde vynasen penos v dB a opt, z dvodu nestability, je penos
hypoteticky.
> pl ot 3d(20*1 og1lO( Pf), onmega=10. . 2000, si gma=- 100. . 300, styl e=
pat ch, axes=box, ori entati on=[ - 60, 50] , nunpoi nt s=2000,titl e=
"Hypoteticky nodul penosu v zavislosti na "konmpexnim
km totu" p ,labels=[ onega, sigma, 20*log|Pf| ],!abel font=
[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Hypoteticky modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

_Opt nasleduje prbh hypotetické modulové charakteristiky penosu vykresleny v linedrnim a
logaritmickém mitku .
> display(matrix(1,2,[plot(subs(signma=0, Pf), omega=1.. 3000,
| abel s=[ onega, | Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA],
axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true),
sem | ogpl ot (20*1 0og1l0(subs(si gma=0, Pf)), omega=1.. 3000, | abel s=
[ onega, | og| Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dli nes=true)], array));
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asové odezvy systém se dvma poly
Pro vySe popsany penos lze najit pomoci zptné Laplaceovy transformace vyraz pro impulzni
charakteristiku,
> Pt: =i nvl apl ace(P, p, t);
coz je zejmé, uvdomime-li si, ze lze zminny penos pepsat do tvaru sotu astenych zlomk.
> P=convert (P, parfrac, p);
K (-e?! 4¢Pl
pl—p2
K K K

= — 3.4.1
(p—pl) (p—p2) (pl—p2) (p—pl) (pl —p2) (p —p2) (34.1)

Pt =

Pro obecn zadané komlexn sdruzené poly penosu (Gp +Jj ®,, 0, J u)p), 1ze potom impulzni

charakteristiku vyjadit ve tvaru:
> Pt k: =eval c(subs({pl=si gma[ p] +I *onegal p], p2=si gna[ p] - | *onega
[pP1},Pt));

(3.4.2)




1o
Ke psin(t(op)

Ptk = (3.4.2)

w
p

Upravou tvaru ptt (vyjadenim realné asti) jsme ziskali pedpokladany vysledek. Je zejmé, Ze
| imaginarni ast realn¢ho signélu (odezvy) musi byt nulova.
Dive nez si ukdzeme konkrétni prbh impulzni charakteristiky, zastavme se u dané¢ho vysledku

impuzni charakteristiky Re(p#t). Je vidt, Ze pitomnost komplexn sdruzenych p6l v penosové
funkci mé za nasledek vyskyt tlumené harmické slozky ve vystupnim signalu (pirozené odezv).

Kmitoet sinusové slozky je roven pirozenému (vlastnimu) kmitotu ®; O, se nazyva
absolutnim initelem tlumeni. Jak je z vidt ze vztahu Re(ptt), musi byt pro stabilni systém

to
tento initel zaporny, resp. musi platit th—>ncl>o e =0.

Nyni roznésobime vyraz pro penos a dosadime za koeny vyrazy pl = o, +1 @, p2= c,— 1 ®,

> Pk: =K/ expand(subs({pl=si gnma[ p] +| *onega[ p], p2=si gma[ p] - | *onega

[p]}, denon(P)));

Pk = K (3.4.3)

2 2 2
p 2pcp+op+mp

[ Provedeme nové piazeni, které jak dale ukazeme bude vyhodné pro charakterizaci penos s
koplexnimi poly .
> onegal 0] *2=onegal p] *2+si gma[ p] *2;

xi =abs(si gma[ p] )/ omega[ 0] ;

Qonegal 0]/ 2/ abs(si gma[ p]);
Je patrné, Ze ®, vyjaduje modul polu (jpI| = [p2[). Tento kmitoet je vlastn zlomovym
kmitotem modulové charakteristiky stabilniho systému, piemz si musime uvdomit, z v
pipad koplexn zdruZen¢ho pélu zaavisi tvar kmitotovych charakteristik jak na o, tak na O

nebo § (pi dvojnasobném realném polu vykazuje modul penosu pro ® = ®, pokles 0 6dB).
Jelikoz vySe zminny absolutni initel tlumeni o, neni vyhodné udavat, protoze bychom jej
museli udavat spolu s vlastnim kmitotem @, definujeme initel Enebo astji Q. initel & se pro
stabilni systém (Gp< 0) nazyvarelatinni initel tlumeni a initel Q initel jakosti pislusejici

dane dvojici komlexn sdruzenych pol. Vztah mezi zlomovym kmitotem @ a ®,0, je zejny
z nasledujicich rovnosti, nebo ndzornji z niZze uvedenych obrazk. initel jakosti O navic velmi
nazorn vystihuje prbh modulové charakteristiky, jak dale ukazeme. Pi zlomovém kmitotu
mze modulova charakteristika vykazovat jak pekmit, tak pokles oproti "asymptotické"
hodnot, piemZ skutend hodnota modulu penosu pi tomto kmitotu je Q nasobkem

"asymptotické" hodnoty.

2 2 2
®w.=0 +0
0 P P




— (3.4.4)
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Pedpokladejme koeny v levé polorovin (Gp <0,t. c,=" E). Vyraz pro penos nyni
mzeme pepsat do ndsledujiciho tvaru.
> Pq: =subs({onega[ p] *2=onega[ 0] *2- (onega[ 0]/ 2/ Q "2, si gma[ p] =-

onegal[ 0]/ 2/ @, Pk) ;

Pg = (3.4.5)

=Pro koeny plati:
> p12: =sol ve(denonm(Pq), p);
1 (-1+ 1—4Q2)o)0 1 (1+ 1_4Q2)(°o

pi2:=- o o o (3.4.6)

Podle hodnoty initele jakosti Q mZeme provést nasledujici dleni (pro jednoduchost volime

pro vSechny pipady stejny kmitoet , = 1000, aniz bychom se dopustili jakehokoliv omezeni
[ obecnosti).

1. Pro Q < 1/2, resp. § > 1 dostaneme dva rzné realné poly, pro nz ma impulzni charakteristika

nize uvedeny tvar a prbh. Pokud bychom chtli pouzit vyjadeni pomoci vyse uvedenych

parametr Q a @, pro charakterizaci dvou rznych pél leZicich na zaporné réalné ose, lze to
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> QL: =1/ 10;

xi =1/ (2*Ql);

onegal 0] =1000;

''pl2' =eval f (subs({Q=QL, onega[ 0] =1000}, [ pl2]));

Pt 1: =eval f (subs({K=1000"2, pl=subs({Q=QL, onmegal 0] =1000}, [ p12])
[ 1], p2=subs({Q=QL, onega[ 0] =1000}, [ p12])[ 2]}, Pt));
plot(Ptl,t=0..0.05,title="Inpulzni charakteristika ,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] , t hi ckness=2);

1
l=—
0 10
E=5
0)0=1000

p12=[-101.020514, -9898.979486 ]
Ptl = -102.0620726 e * %7741 1 102,0620726 & 710102014

Impulzni charakteristika
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2.Pro Q@ =1/2,resp.§ =1 dostaneme dva stejné realné poly (dvojnasobny pél), pro nz ma
impulzni charakteristika nasledujici tvar a prbh. Pro tento pipad v§ak musime nejprve
pepoitat obecny vztah pro asovou odezvu Ptz upraveného vztahu pro penos. asovéa odezva




prav jest nevykazuje kmitavou odezvu, modulova charakteristika prav nebude vykazovat
| pekmit a pokles chrakteristiky v bod zlomu je 6 dB.

> P2: =subs(p2=pl, P)
Pt 2: =i nvl apl ace(P2, p, t);
@: =1/ 2;
Xi =1/ (2*Q);
onega[ 0] =1000;
'pl2' =eval f (subs({Q=Q@2, onega[ 0] =1000}, [ pl2]));
Pt 2: =eval f (subs({K=1000"2, pl=subs({Q=Q2, onega[ 0] =1000}, [ pl2])
[1], p2=subs({ Q=Q2, onega[ 0] =1000}, [p12])[2]}, Pt2));
plot(Pt2,t=0..0.05,title=" Inmpulzni charakteristika,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);

P2:= Lz
(p—pl)
P2 =Kt
1
2 _
Q 2
E=1
0,= 1000
pl2=[-1000., -1000. ]
Pt2 := 1.000000 10° £ ¢~ 1000
Impulzni charakteristika
300+
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3.Pro Q> 1/2,resp.§ <1 dostaneme dva komplexn sdruzené poly se zapornou realnou asti,
pro nZ mé impulzni charakteristika kmitavy, harmonicky, tlumeny prbh. Jak rychle se tato
kmitava odezva utlumi, zalezi na velikosti initele tlumeni, resp. na hodnot initele jakosti Q. Je
samozejmé, ze se pi mnici hodnot ¢, bude mnit i tvar pislusné modulové charakteristiky
(pi vzrstajicim Q se bude zvtSovat i velikost "pekmitu" na modulvé charakteristice). Zde je
nutné jest rozliSovat nkolik pipad.




> 1L < [Q < 1) Tehdy je 6 > a tlumenti je jest velké (L <Eg< lj,ie se
2 \/7 n n \/7
signal prakticky dive utlumi, nez dojde k periodickym kmitm (vzniké jeden az dva
pekmity). Na tomto piklad je velmi dobe vidt dvod a vyhody definice initele
jakosti, ktery udava "velikost tlumeni" relativn k délce period vlastnich kmit, oproti
absolutnimu initeli tlumeni, ktery je vztaZzen pouze k asu . Modulova charakteristika
nebude jest vykazovat pekmit.

s 0= L Toto je zvlastni pipad, kdy 6 = , resp. O = & Impulzni charakteristika je sice
2

mén tlumena nez v pedchozim pipad. Tlumeni je v3ak stale velké (§=Q), takze opt dojde
jen k jednomu, dvma pekmitm. Modulova charakteristika jeSt nebude vykazovat pekmit
a pokles chrakteristiky v bod zlomu je 3dB. Jedna se o tzv. Maximaln plochou modulovou
chrakteristiku.

1

V2
na impulzni charakteristice zeteln vidt pitomnost harmonické slozky. Modulova
charakteristika bude vykazovat pekmit, tak jak bylo ukazano vyse.

%<(Q<%J?)

< (0 < @) Tehdyjeo, < o atlumeni je jiz male natolik (0 <E< % J, 7e je
2

1
QZZE'VGT
% 7 < (0 < o) (3.4.7)
[ Nyni nésleduji ukzky k jednotlivym bodm.
> (Ba: =0. 6;
xi =1/ (2* Ba) ;

onegal 0] =1000;
"'pl2' =eval f (subs({Q=Q@a, onegal 0] =1000}, [ p12]));
Pt 3a: =eval c(subs({K=1000"2, pl=subs({Q=@3a, onega[ 0] =1000},

[p12])[ 1], p2=subs({ Q=QBa, onmega[ 0] =1000}, [p12])[2]}, Pt));
plot(Pt3a,t=0..0.05,title= Inpulzni charakteristika ,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] , t hi ckness=2);
Q3a:=0.6

£=0.8333333335
@, = 1000
p12=[-833.3333335 + 552.7707985 I, -833.3333335 — 552.7707985 I]
Pt3a = 1809.068067 ¢ 83333333351 i1 (552 7707985 1)




Impulzni charakteristika
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> Bb: =1/sqrt(2);
xi =1/ (2*@Bb) ;
onega[ 0] =1000;
'pl2' =eval f (subs({ @b, onega[ 0] =1000}, [ p12]));
Pt 3b: =eval f (eval c(subs({K=1000"2, pl=subs({Q=@b, onega[ 0] =
1000}, [p12]) [ 1], p2=subs({Q=Qb, onega[ 0] =1000}, [p12])[ 2]}, Pt))
);
pl ot (Pt3b,t=0..0.05,title="Inpulzni charakteristika,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2) ;

Q3b:=%\/7

®, = 1000
p12=[-707.1067810 + 707.1067810 I, -707.1067810 — 707.1067810 1]
P13b = 1414.213562 ¢~ /0710678107 31, (707.1067810 1)




Impulzni charakteristika
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[ Pro tento pipad ukaZeme navic odpovidajici prbh modulové chrakteristiky penosu -

| maximaln ploché.

> Pf: =eval c(abs(subs({Q@=Q@b, onega[ 0] =1000, K=1000"2, p=I *onega},
Pa)));
pl : =sem | ogpl ot (20*| oglO( Pf), omega=1.. 3000, t hi ckness=3,titl e=
“Maxi mal n pl ochad charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA, 8],
axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true):
tl .= textplot([1500,-1.5, -3dB ], align=RI GHT):
t2 .= textplot([1500,-9, -40dB/dec ], align=LEFT):
l:=line([1,-3],[2000,-3], col or=bl ack, | i nestyl e=2):
v1l: =arrow( [ 1500, 0], [1500,-3], 2, 2, .2, color=black):
v2: =arrow( [ 1500, - 3], [1500,0], 2, 1, .3, color=black):
di splay(pl,!,t1,vl,v2,t2);

Pf= -
\/(o 4+ 1000000000000

1000000




Maximalné plocha charakteristika
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j> QXBc: =5;
xi =1/ (2* @Bb) ;

onegal[ 0] =1000;

"'pl2' =eval f (subs({Q=@3c, onegal 0] =1000}, [ p12]));

Pt 3c: =eval f (eval c(subs({K=1000"2, pl=subs({QQ@c, onega[ 0] =
1000}, [p12]) [ 1], p2=subs({ @=Qc, onega[ 0] =1000}, [p12])[ 2]}, Pt))
);

pl ot (Pt3c,t=0..0.05,title="Inpulzni charakteristika ,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] , t hi ckness=2);
Q3c:=5

= V7

2
, = 1000
pI12=[-100. 4+ 994.9874371 I, - 100. — 994.9874371 1]
Pt3c:=1005.037815 ¢ 1% 5in (994.9874371 ¢)
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\ 4 Dkaz uvedenych skutenosti
Nejdive nahradime do vztahu pro penos vyraz a)]p za®, - pro vypoty je nutné rozlisit ® a

® (wp je jen p-ta polozka promnné ).
> Pk1: =K/ expand(subs({pl=si gma[ p] +I *onmegall[ p], p2=si gma[ p] - | *
omegal[p]}, denom(P)));

Pkl = K

> 5 3 (34.1.1)
p —2p(5p+(5p+w]p

dosadime za p =/ ® a vypoteme absolutni hodnotu prenosu (zde a v nasledujicich vypotech
je problém v tom, ze pi dosazeni za p se dosadi i ve vyrazech 0,20 - eseni je pejit od
komplexniho kmitotu v promnné p k promnné s)

> abs_Pk: =eval c(abs( K/ expand(subs({p=I*onmega, pl=si gma[ p] +I *

onmegal[ p], p2=si gma[ p] - | *omregal[ p] }, denon(P)))));
abs Pk = (3.4.1.2)

K (—mz-l-cs;—i-a)li)z

2
2 2 232 2 2
((—co +0o +wl) +4mc)
P P P
1/2
2 2
4K20) Gp

T 2
2 2 2\2 2 2
(—(o +0 +wl ) +4m o
P P P
;a hleddme maximum funkce abs_Pks -- e§ime nasledujici rovnici
> Diff(' abs_Pk', onega) =0;
reseni : =sol ve(di ff(absTPk, onega), onega) ;

0
— abs Pk=0
0w




2 2 2 2 2 2

reseni:zo,/wz Iy ,-/wz s ,/wz o 421wl o (3.4.13)
p P P p P p p p
2

—/wlz—c +2Ilwl © ,/w]z—cz—Zle G,
P p Pp r p PP
2

—\/w]z—c —2lw!l ©
P P PP

. . , . , . 2 2
Derivace je nulova samozejm v bod ® =0, a dale pro kmitoet ® =/ -G, + @, ,pro

ktery nastavd maximum na modulové charakteristice (zaporné a komplexni kmitoty
samozejm nelze uvazovat). Tento kmitoet nazvme . Z jeho vyjadeni lze vyist, Ze

"pekmit" na modulové chrakteristice nastava pouze pro o, < ®, (§ < % < Qj. Jeli
2

c,= 0, jedna se o pipad ist imaginarnich koen a kmitoet vlastnich kmit , ®, se rovna
zlomovému kmitotu @, O zlomovém kmitotu vSak v tomto pipad nelze hovoit - jde o
systém na mezi stability, jak je ukazano dale (tvrty pipad). im vice se hodnota ®, blizi

hodnot o, vzdaluje se ®_od zlomového kmitotu @) smrem k bodu @ =0 "a pekmit se

zmenSuje". Je-lic = , (QZ L i) pekmit zanika (o =0) a to je prav pipad
p P Jz r
maximaln ploché charakteristiky. Jestlize je ®, < o, (Q < %/_ < &j nelze o extrému
2
hovoit, jelokoZ nastdva na komplexnim (neredlném) kmitotu. To si mze zvidavy tena
ovit na pomoci 3D grafu. To je také pipad dvojice redlnych koen, kdy plati vzdy

®, < o, (viz pravou 4ast nartu).

r 3 .
jl'.d
s Wp
| “jw
[ Wp .
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B nmodul 1: =eval c(abs(subs({Q=2, onmega[ 0] =1000, K=1000000, p=I *

onega}, Pq))):
nodul 2: =eval c(abs(subs({Q=1, onega[ 0] =1000, K=1000000, p=I *




omega}, Pqg))):

nmodul 3: =eval c(abs(subs({Q=1/sqrt(2), onegal 0] =1000, K=
1000000, p=I *omega}, Pq))):

nodul 4: =eval c(abs(subs({Q=0. 5, onmega[ 0] =1000, K=1000000, p=I*
onega}, Pq))):

nodul 5: =eval c(abs(subs({Q=0. 2, onega[ 0] =1000, K=1000000, p=I *
omega}, Pqg))):

pl 1: =sem | ogpl ot (20*1 0g10( nodul 1), onega=1. . 3000, t hi ckness=
2, 1 abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], col or =red):

pl 2: =sem | ogpl ot (20*1 0g10( nodul 2), onega=1. . 3000, t hi ckness=
2, 1 abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], col or =
green):

pl 3: =sem | ogpl ot (20*1 0g10( nodul 3), onega=1. . 3000, t hi ckness=
2, 1 abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], col or =bl ue)

pl 4. =sem | ogpl ot (20*1 0g10( nodul 4), onega=1. . 3000, t hi ckness=
2, 1 abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], col or =

mar oon) :

pl 5: =sem | ogpl ot (20*1 0g10( nodul 5), onega=1. . 3000, t hi ckness=
2,title=" Modul ovad charakteristika pro @2, 1, 0.707, 0.5 a
0.2, resp. xi=0.25, 0.5, 0.707, 1, 2.5 ,labelfont=

[ HELVETI CA] , axesf ont [HELVETICA 8], col or =bl ack):

tl .= textplot([10"3,-22, onmega 0]):

t2 := textplot([10"2.6,-8, Q0.2"],align=LEFT):

t3 := textplot([1072.82,-4, &0.5],align=LEFT):

t4 .= textplot([1072.87,2.3, 1]):

t5 := textplot([1073.1,4, 2], align=Rl GHT):

t6 := textplot([1071,-2.8, -3dB ], ali gn=ABOVE):

t7 .= textplot([10"1,-5.8, -6dB ], ali gn=ABOVE)::
[1:=line([1073,6],[1073, -20], col or =bl ack, | i nestyl e=2):

| 2:=l'ine([1070,-3],[10"3.5,-3], col or=bl ack, | i nestyl e=2):

| 3:=line([1070,-6],[10"3.5,-6], col or=bl ack, | i nestyl e=2):

di splay(pl1,pl2,pl 3,pl4,pl5 11,12,13,t1,t2,t3,t4,t5,t6,t7)



Modulova charakteristika pro Q=2, 1, 0.707, 0.5 a 0.2, resp. xi=0.25, 0.5,

0.707, 1, 2.5
5_
C 1 1 1
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B fazel: =eval c(ar gunent (subs({Q2, onega[ 0] =1000, K=1000000, p=
| *omega}, Pqg))):

faze2: =eval c(ar gunent (subs({Q=1, onega[ 0] =1000, K=1000000, p=
| *omega}, Pqg))):

faze3: =eval c(argunent (subs({Q=1/sqrt(2), onega[ 0] =1000, K=
1000000, p=I *onega}, Pq))):

faze4d: =eval c(ar gunent (subs({Q=0. 5, onega[ 0] =1000, K=1000000,
p=I*onega}, Pq))):

fazeb: =eval c(ar gunent (subs({Q=0. 2, onega[ 0] =1000, K=1000000,
p=I*onega}, Pq))):

phl: =sem | ogpl ot (180/ Pi *f azel, onega=1. . 3000, t hi ckness=2,
nunpoi nt s=300, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA,
8], color=red):




ph2: =sem | ogpl ot (180/ Pi *f aze2, onega=1. . 3000, t hi ckness=2,
nunpoi nt s=300, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA,
8], col or =green):

ph3: =sem | ogpl ot (180/ Pi *f aze3, onega=1. . 3000, t hi ckness=2,
nunpoi nt s=300, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA,
8], col or =bl ue) :

ph4: =sem | ogpl ot (180/ Pi *f aze4, omega=1. . 3000, t hi ckness=2,
nunpoi nt s=300, | abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA,
8], col or =mar oon) :

ph5: =sem | ogpl ot (180/ Pi *f aze5, onega=1. . 3000, t hi ckness=2,
nunpoi nt s=300, titl e=" FAzova charakteristika pro @2, 1,
0.707, 0.5 a 0.2, resp. xi=0.25, 0.5, 0.707, 1, 2.5,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] , col or =bl ack):

tl .= textplot([1072.9,-20, Q@2]):
t2 := textplot([1071.8,-30, Q0.2"]):
di spl ay(phl, ph2, ph3, ph4, ph5,t1,t2);



Fazova charakteristika pro Q=2, 1, 0.707, 0.5 a 0.2, resp. xi=0.25, 0.5,
0.707, 1, 2.5
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[ Pro uplnost ukazeme odpovidajici pechodové charakteristiky (odezvu na jednotkovy skok).
> Pt p: =i nvl apl ace(Pqg/p, p,t):
> Pt pl: =subs({Q=2, onega[ 0] =1000, K=1000000}, Pt p) :
Pt p2: =subs({ Q=1, onega[ 0] =1000, K=1000000}, Pt p):
Pt p3: =subs({Q=1/sqrt(2), omegal 0] =1000, K=1000000}, Pt p) :
Pt p4: =subs({ Q=0. 5, onmega[ 0] =1000, K=1000000}, Pt p) :
| Pt p5: =subs({Q=0. 2, onega[ 0] =1000, K=1000000} , Pt p) :
> Pt pi:=eval ([seq(parse(cat("Ptp",1)),i=1..5)]);
1

L b -s0e ([ 1 -
Prpi= |1+ —o o e ( 15000 cosh( ! 15000000) (3.4.1.4)




: 1 1 -500¢
I (4 1/ ~T5000000 ] ) (
+ 15000000 sinh 4 t 15000000 14+ —— 3000 e

—3000cosh(-%-tJ —3000000:)4—J -3000000 ﬁnh(-%—t -3000000 )),1

I 5°°¢—t( IOOOCosh(—t\/_x/—IOOOOOO)

1000
+/=1000000 sinh(% ¢JZ /1000000 )) 1

+ Float(undefined) g~ 1000.000000 ‘1
—0.001190476190 ¢ 2700-000000% 040 00 cosh(2291.287848 ¢)
+916.5151390 sinh (2291.287848 ¢)) ]

Pozor, pro Q= % (dvojnasobny pol) je nutné vypoitat odezvu korektn (znova, tak, jako
bylo uvedeno i vyse).
> Pt p4;
Pt pi [ 4] : =subs({p1=- 1000/ sqrt (2), K=1000000/ 2}, i nvl apl ace
(P2/p, p, t));
1 + Float(undefined) o~ 1000.000000¢

Pipiy =1 +¢ V21 (25002 1 —1) (3.4.1.5)

> plt:=plot(Ptpi,t=0..0.04,thickness=2, nunpoi nt s=300,title=
"Fazova charakteristika pro @2, 1, 0.707, 0.5 a 0.2,
resp. xi=0.25, 0.5, 0.707, 1, 2.5, abel font=[ HELVETI CA],
axesf ont =[ HELVETI CA, 8], col or =[ r ed, gr een, bl ue, mar oon, bl ack]
):

tl :=textplot([0.005,1.3, "Q@2]):t2 := textplot([0.0035,
1.2, @1']):t3 :=textplot([0.0037,0.9, @&0.71):t4 :=
textplot([0.005,0.75, Q0.5]):t5 :=textplot([0.01,0.8,
TQ0.21):

display(plt,t1,t2,t3,t4,t5);




Fazova charakteristika pro Q=2, 1, 0.707, 0.5 a 0.2, resp. xi=0.25, 0.5,
0.707, 1, 2.5

Pro pipad 0,=w si jeSt ovime polohu zlomového kmitotu a velikost poklesu modulové

| charakteristiky pro tento kmitoet.

> Pk;
K

5 3 3 (3.4.1.6)
p —2pcp+cp+wp

Dosadime do jmenovatele penosu c,=® a nalezneme poly penosu.

> omega0l: =sol ve(subs(si gna[ p] =onega[ p], denom(Pk) ), p);
@0 :=(1+1) o (1=1 o 3.4.1.7)




Poly musi byt komplexn zdruzene a jejich velikost musi byt rovna o, =/ G; + (1)127 , COZ pro
nas pipad vyjde.
> onegalO_abs: =abs(onegal[ 1] ) ;

omegal_abs =2 |cop| 3.4.1.8)

Nyni vypoteme absolutni hodnotu penosu pro ® =, a pro c,=0, Abychom dostali
pozadovany vysledek, je nutno opt zavést pedpoklad 0 < .
> Pko: =abs( K/ expand( subs({p=I *onmega0O_abs, pl=onega[ p] +| *onega

[ p] . p2=onega[ p] - | *onega[ p] }, denon(P))));
Pkn: =si npl i fy(Pko) assum ng onegal p] >0;

Pko = 5 K 5
-2 |mp‘ 212 |(op| ® +20
Phn = % @ (3.4.1.9)
(DP

=Détle vypoteme hodnotu penosu pro nulovy kmitoet - "asyptoticka" hodnota penosu.
> PkO: =abs(Linmt(Pk,p=0)); PkO:=subs({onmega[ 0] =onega[ p],
si gma[ O] =si gna[ p] }, val ue(Pk0));

PkO = |lim K
=0 —2p6 to o
p p P
Pro = | —&— (3.4.1.10)
o+
PP
Nyni jiz lze urit pokles penosu ve zlomovém kmitotu a pi c,=0,
> ' Pkn/ PkQ' =si npl i f y( Pkn/ subs(si gnma[ p] =onega[ p], Pk0))
assum ng onega[ p] >0;
' Pkn/ Pk0' =eval f (20*1 0g10(rhs(%)): # pokles v [dB]
1 V2K 1
4 2 K 2 V2
O, 2
o+
PP
Pkn _
0 3.010299958 3.4.1.11)

Coz je vysledek ktery jiz zname z prbhu maximaln ploché modulové charakteristiky.
Podil skuteného modulu pi zlomovém kmitotu a jeho "asymptotické" hodnoty je také
roven initeli jakosti, jak bylo vySe uvedeno. Tuto skutenost 1ze jednoduse dokazat i pro
obecny pipad.

> Pq;

(3.4.1.12)




K

(3.4.1.12)
PO
2 0 2
Pt e
Dosame za ® = ®, (zlomovy kmitoet) do vyrazu pro modul penosu.

> Pkz: =abs(subs(p=I*onega[ 0], Pq));

Pz = | X2 (3.4.1.13)
©y

Tuto hodnotu vydlme "asymtotickou" hodnotou penosu a dostaneme:
> ' Pkz/ PkQ' =si npl i fy(subs(onmega[ 0] =sqrt (si gma[ p] *2+onmegal p]
n2), Pkz)/ PkO);
Pkz
PkO

=10 (3.4.1.14)

:Jelikoi je 0 < Q, je to dkaz naseho tvrzeni. Nyni nésleduje dokoneni vykladu.

[ Extrémnim pipadem je pipad ryze imaginarnich koen, jak bylo uk4zano vyse a v tomto dleni
| je to nasledujici pipad -- tvrty.

4.

Pro Q =« dostaneme dva komplexn sdruzené, ryze imaginarni pdly (s nuvou redlnou asti),

pro nz ma impulzni charakteristika nésledujici tvar a prbh.

>

A:=infinity,;
xi =0;
onegal 0] =1000;
"pl2' =[limt(subs(onmega[ 0] =1000, p12[1]), Q=4),limt(subs
(onega[ 0] =1000, p12[2]), =4 ] ;
Pt 4: =eval f (eval c(subs({K=1000"2, pl=rhs(% [ 1], p2=rhs(%|[ 2]},
Pt)));
plot(Pt4,t=0..0.05,title=" Inpulzni charakteristika,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);
04:= >
E=0
®,= 1000

pl2=[1000 1L -1000 I]
Pt4:=1000. sin(1000. ¢)



Impulzni charakteristika
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[ Namt ke zpracovani: Realizujte jednotlivé pipady realizovat (poetn) sériovym rezonannim
| obvodem RLC podle vySe uvedeného obrazku.

5. Poslednim, i kdyz teoretickym pipadem je pipad komplexn sdruzenych koen s kladnou
realnou asti. V tomto pipad nejde o stabilni systém, tudiz uz nehovoime o initeli jakosti (ten
| by byl stejn jako initel tlumeni zaporny). Pro nami zvolené hodnoty koen dostaneme:

> ' pl2' =100+ *980, 100- | *980;
Pt 5: =eval f (eval c(subs({K=1000"2, p1=100+I *980, p2=100- 1 *980},
Pt)));
plot(Pt5,t=0..0.05,title=" Inpulzni charakteristika,

| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);
p12=100+980 1L 100 —980 I

P15 := 1020.408163 &'’ sin (980. 7)

Impulzni charakteristika
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Systém s takovouto odezvou (jdouci nade vSechny meze) nelze, jak jiz bylo eeno, v praxi
realizovat. Je nutné poznamenat, ze nelze realizovat ani "isty" systém s ryze imaginarnimi




koeny, protoZe nelze v praxi tuto podminku u "linearnich" systém udrzet vlivem fluktuace
parametr souastek. Proto je nutné tuto podminku pro oscilujici systémy zajistit, nejastji
pomoci nelinearni zptné vazby (stabilizace amlitudy). Vystupni signél je potom "tém"
harmonicky (s malym zkreslenim). Bez této zptné vazby by se systém ustalil vlivem vlastni
nelilearity, nap. vlivem koneného napdjeciho napti, a tvar kmit by byl siln neharmonicky
_L(relaxani kmity).

Toto jsou samozejm oddlené jednoduché pipady. Jsou to vSak vSechny mozné pipady, které u
realnych penos linearnich nebo linearizovanych soustav nastavaji. Ve slozitjSich pipadech lze vyraz
pro modul penosu rozdlit na souin takovychto jednoduchych tvar a jelikoz modul je logaritmem
absolutni hodnoty tohoto souinu, resp. logaritmem souinu jednotlivych absolutnich hodnot, 1ze jejich
znamé vlastnosti jednoduse spojovat (sitat). Podobn tomu je i pro fazi. Vysledna faze je soutem fazi
jednotlivych asti penosu (zde se nasobi exponenciely fazi, tj. exponenty = faze se sitaji. "Sitani plati
1 pro asové odezvy. Slozitj$i vyraz pro penos, vyjadeny raciondln lomenou funkci 1ze rozdlit na

| souet koenovych initel a na ty pak 1ze aplikovat vyse uvedené metody.

Nuly (a poly) penosovych funkci

U penosovych funkci obsahujlc1ch nuly penosu, je nutné si uvdimit jednu dlezitou skutenost.
Penosova funkce se totiz nemze skladat pouze z jedné nebo vice nul, ale vZdy musi mit i
odpovidajici poet pol penosu, resp. je-li penosova funkce ve tvaru racionaln lomenné funkce
musi byt byt stupe itatele niZ§i nezZ stupe jmenovatele.

Vysvtleni 1ze podat dvma zpsoby:

* Penosova funkce F(p) jakéhokoliv realného obvodu se bude jist pro velmi vysoké kmitoty blizit
nule, tj, provedeme-li substituci p =7, musi platit lim  F(/®) =0. To bude vsak platit prav pro

vyse uvedenou vlastnost penosu.

* Druhé vysvtleni je ist matematické: Nutnd a postaujici podminka pro to, aby raciondlni lomend
funkce F(p) byla obrazem funkce sdandartniho typu je, tato: Stupe itatele je nizsi nez stupe
jmenovatele. (Musi také platit Prvni vta o limit plgnw F(p)=0,kde F(p) je obraz pedmtu f(¢)

standardniho typu, resp. kdyby tato limita neplatila, nebude f(¢) standardniho typu). Dkaz této vty
neni pedmtem naSeho zajmu, tudiz se jim nebudem zabyvat. Lze ho vSak nalézt nap. v [LT], (viz
také odezva.mws).

Pokusime-li se pesto najit pedmt nap. funkce 1. Vime, ze pedmtem je Diracova funkce, tj. neni
|funkce standardniho typu (neni to také realny signal).

> invlapl ace(1,p,t);

Dirac(t) )
B Int(Dirac(t),t = -infinity..infinity): %val ue(%;
Dirac(z) dt=1 3)

- 00

Obvodem, jez v idedlnim pipad nebude mit Zadny po6l kmitotov zavislého penosu, mze byt nap.

derivator. Ten je ukdzan na nasledujicim obrazku. Jeho penos je roven F(p) =



[ Inverzni Laplaceovu transformaci tohoto penosu lze vyjadit vztahem:
> i nvl apl ace(p*tau, p,t);
1 Dirac(1, t) (C))

Pedmet k Laplaceovu obrazu obecného typu K (p — p0) je vyjaden nésledujicim vysledkem.
> invl apl ace(K*(p-n0), p,t);
K (Dirac(1, t) —n0 Dirac(t)) 5)
Zde je ukéazano, co je minno zapisem Dirac(1, ¢). Je to zeyjm derivace Diracovy funkce, coz je opt
nerealny signal.
> Diff(Heaviside(t),t): %val ue(%;
> Dff(Drac(t),t): %val ue(%;
> Diff(Dirac(l,t),t): %val ue(%;

€ Heaviside(¢) = Dirac(¢)

dt

d ... .

— Dirac(¢) =Dirac(1, ¢)

dt
(Tit Dirac(1, ¢) = Dirac(2, ¢) (6)
d

Je nutné si uvdomit, ze v pipad realizace vyse uvedeného zapojeni pi pouziti redlného operaniho
zesilovae nedostaneme, vlivem jeho kmitotové zavislosti, pro penos uvedeny vztah. V redlnych
podminkach bude tedy vzdy platit, Ze supe itatele je niz8$i nez stupe jmenovatale penosu (pro velmi
vysoky kmitoet se bude penos blizit k nule - vlivem kmitotové vavislosti zesileni, vystupni vnitni
| impedanci a vystupni kapacit).

Vnujme se vSak jest dalSimu idealizovanému pipadu, kdy je stupe itatele 1 jmenovatele penosové
funkce shodny a tudiz je penos takovéhoto systému nenulovy i pro ® = o, coz nelze v praxi realizovat.
Uvedeny pipad demonstrujme na penosu, ktery obsahuje jednu nulu i pél v levé polorovin

| komplexni roviny p.

> P:=K*(p-nl)/(p-pl);

p=£L2=0) ™
p—p

Y Realna pol i nula penosu v levé polorovin
Pipad |nl| > |pl|

Nap. pro nl =-1000, p/ =-100a K = ﬁ dostaneme
> Pf:=subs({K=1/11, n1=-1000, pl1=-100, p=si gma+l *onega}, P);




1 o+Iw+ 1000
Pfi=— 4.1.1
/ IT 6+TIw+100 ( )

[V nagem pipad by mohl obvod realizujici takovyto penos vypadat napiklad tak, jak je

ukazano na tomto obrazku.
R
1

(L] iy

Zavislost penosu na komplexnim kmitotu p =6 +j ® je vynesena na nasledujicim obrazku. Pro
vt$i dynamiku je penos vykreslen v dB.
> Sur face: =pl ot 3d(20*1 ogl0(abs(Pf)), onmega=1.. 1000, si gna=- 2000.
. 500, styl e=pat chnogri d, axes=box, ori ent ati on=[ 140, 52],
nunpoi nt s=1000) :
curve_o: =[ onega, 0, 20*| 0g10( abs(subs(si gma=0, Pf)))]:
B o0: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 1000, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=2):
di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigma, log|Pf| ],title=
" Modul penosu v zavislosti na "konmpexnim km totu" p,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

Tvar modulové charakteristiky opt dostaneme jako ez pro ¢ =0 tak, jak je zvyraznno. Jeji
prbh v logatirmickém mitku kmitotu je vynesen na dal§im grafu. Je zde také fazova
charaktristika, kterd mé na prvni pohled nezvykly tavar, ktery je dan pomrn blizkym

umistnim pélu a nuly penosu. (Faze penosu zaind na 0°, potom diky polu penosu kles4 a
dale vlivem nuly penosu opt stoupa az na 0°).
> pl ot (abs(subs(si gma=0, Pf)), omega=10..5000,titl e=" Mdul ova

charakteristika s linearnimmtkem km totu [dB] ", | abel s=
[onmega, | Pf| "], | abel font =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8],
t hi ckness=2);

sem | ogpl ot (20*1 og1l0( abs(subs(si gma=0, Pf))), onega=10. . 5000, y=
-21..0,titl e= Modul ovad charakteristika s logaritm ckym
mtkem km totu [dB] ", | abel s=[ onmega, | og| Pf| "], axes=FRAME,
| abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2,
gridlines=true);

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent (subs(si gnma=0, Pf)), onega=5. . 5000,
title=" Fazova charakteristika s logaritm ckym mtkem
kmtotu [deg] ,I|abel s=[onega, Arg(Pf) ], axes=FRAME,

| abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2



gridlines=true);

Modulova charakteristika s linearnim méritkem kmitoctu [dB]
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_Nésleduje vypoet odezvy obvodu na Dirakv impulz - impulzni charakteristika.
> Pt:=invl apl ace(P, p, t);
Pt n: =subs({K=1/11, n1=- 1000, p1=- 100}, Pt);
plot(Ptn,t=0..0.05,1abels=[t, Ptn "],title="Inpul zni
charakteristika , | abel font=[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA,
8], t hi ckness=2);
Pt:=K (Dirac(r) + (-nl +pl) e'")




900 -100¢
— e

_ 1,
Ptn = 1 Dirac(¢) + 1

Impulzni charakteristika
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Je patrné, ze ve vystupnim signalu je opt Dirakv impulz. To je pochopitelné, jelikoz stupe
itatele 1 jmenovatele penosu je shodny. Ve skutenosti v§ak vlivem prarazitnich kapacit a
induknosti vodi bude penos vykazovat dalsi poly prav v oblasti velmi vysokych kmitot a
tudiz i odezva na nerealny vstupni signal (Diracv impulz) bude davat na vystupu realny signal.
Toto je, jak jsme uvedli na zaatku, pouze idealizovany pipad, ktrery vSak pro oblasti relativn
nizkych kmitot dava objektivni vysledky.

Daleko zajimavjsi je skutenost, Ze poloha nuly penosu neovlivni charakter asové odezvy Pt
(exponencidlni, kmitavd), ale v exponentu, ktery tento charakter uruje, je pitomny pouze pol
penosu. To je velmi dlezité a vyplyva to z pedchoziho vykladu (odezva.mws). Poloha nuly
nema tedy vliv na stabilitu obvodu a tudiz se u stabilniho systému mze objevit jak v levé, tak i v
| pravé polorovin komplexni roviny, coz si ukazeme dale.

Pro Uplnost je zaazen i vypoet pechodové charakteristiky.

> Pt p: =invlaplace(P*1/p, p, t);
Pt pn: =subs({K=1/11, n1=- 1000, p1=- 100}, Pt p);
pl ot (Ptpn,t=0..0.05, | abel s=[t, Ptpn "],title=" Pechodova
charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,
8], thi ckness=2);

1t
Ptp:=K(ﬂ+( n]-i-p])ep j
pl pl

109
Pipn=" — 77 ¢




Prechodova charakteristika
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I:Tvar kmitotovych charakteristik je ddn samozejm i vzdjemnou polohou nuly a p6lu. V tomto
pipad byla absolutni hodnota nuly vtSi nez absolutni hodnota pélu, tj. [nl| > |p!|,

V¥ Pipad |n1| < |pI]

V tomto pipad je |nl| < |pl|, nap. pro nl =-100, pI =-1000 je pak tvar charakteristik

nasledujici - mni se charakter filtru.

Realizace obvodu pro tento penos (resp. obecny penos) pak mze vypadat nasledovn, piemz
ale absolutni hodnota penosu bude vzdy mensi nez 1 (pro |Pf(f)| > 1 je nutna aktivni

realizace).
=
B

Ry

> sem | ogpl ot (20*] 0g10( abs(subs({K=1, n1=-100, p1=-1000, p=I *
onega}, P))), onega=10. . 5000, titl e= Modul ovad charakteristika s
|l ogaritm ckym mitkem km totu [dB] ", | abel s=[ onega,

"l og| Pf| ], axes=FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont=

[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true);

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent (subs({K=10, n1=- 100, p1=-1000, p=I*
onega}, P)), onmega=5..5000,titl e=" Fazova charakteristika s

| ogaritm ckym mitkem km totu [deg] , | abel s=[ onega, Arg(Pf)
"], axes=FRAMNE, | abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8],
t hi ckness=2, gridlines=true);




Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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[ Charakter impulzni i pechodové charakteristiky se oproti pedchozimu pipadu nemni. Je dén,
jak bylo uvedeno pouze charakterem polu.

> Pt n: =subs({K=1, n1=-100, p1=- 1000}, Pt);
pl ot (Ptn,t=0..0.005,|abels=[t, Ptn "],title="Inpul zni
charakteristika ,|abel font =] HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,
8], t hi ckness=2);

> Pt pn: =subs({K=1, n1=- 100, p1=- 1000}, Pt p);
pl ot (Pt pn,t=0..0.005, | abel s=[t, Ptpn "],title=" Pechodova
charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,
8], t hi ckness=2);

Pin = Dirac() — 900 ¢ '




Impulzni charakteristika
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V¥ Pipad nI=pl, konstantni penos, nezavisly na kmitotu

;V tomto pipad je penos se zmni na konstantu.
> Pnp: =subs(nl=p1l, P);
Pnp =K 4.3.1)
[ Obvod realizujici takového penosu (K < 1) je uveden nize. Jedna se o shodny obvod jako v
pedchozim pipad, kde ale bude dodrZzeno R,C, = R,C, (pouZiti nap. v osciloskopickych
sondach - kmitotov nezavisly dli).




[ Je zejmé, ze kmitotové charakteristiky budou konstantni, modulova rovna 20-log|K]| a fazova
| rovna 0. Z tohoto dvodu je nebudeme vykreslovat

Odezva obvodu na Dirakv impulz - impulzni charakteristika je Dirakv impulz a pechodova
charakteristika je konstanta. Ze stejného dvodu nejsou také vykresleny.

> Pt:=invlaplace(Pnp, p, t);
> Pt p: =i nvl apl ace(Pnp*1/p, p, t);:
Pt := K Dirac(t)

Pip =K 4.3.2)

Y Realny pol v levé polorovin a nula penosu v nule (pro nulovy
kmitoet)

_Nap. pro pl/ =-1000 a K =1 dostaneme
> Pf:=subs({K=1, n1=0, p1=-1000, p=si gna+l *onega}, P)

c+Ilw
Pf:= 5.1
/ c+1mw-+ 1000 (5-1)

[ Toto je piklad penosu obvodu, ktery vykazuje nulovy penos pro stejnosmrny signal -- stidav
vazané systémy (nap. pomoci oddlovacich kondenzator. Takovy penos lze realizovat
jednoduchym derivanim RC lankem.

1<

Cr . 1
I

g R |u2

Zavislost penosu na komplexnim kmitotu p =6 +; ® je vynesena na nasledujicim obrazku.
> Sur face: =pl ot 3d(20*|1 og1l0(abs(Pf)), onega=1. . 500, si gma=- 1000.
. 800, styl e=pat chnogri d, axes=box, ori entati on=[ 119, 64] , nunpoi nt s=
2000) :
curve_o: =[ onega, 0, 20*1 0g10( subs(si gma=0, abs(Pf)))]:
B_o: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 500, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=3):
di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigma, log|Pf| ],title= Mdu




penosu v zavislosti na "konpexnimkmnm totu" p ,|abel font=
[ HELVETI CA, 8], axesf ont =[ HELVETI CA, 8]) ;

Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p
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> sem | ogpl ot (20*I 0g10( abs(subs(si gna=0, Pf))), omega=100. . 10000,
title="Modul ovd charakteristika s logaritm ckym nitkem
kmtotu [dB] ", I abel s=[onega, | og| Pf| "], axes=FRANE, | abel f ont =

[ HELVETI CA], axesfont=[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true)

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent ( subs(si gma=0, Pf)), onega=100. . 10000,
title=" Fazova charakteristika s logaritm ckym mtkem km totu
[deg] ", | abel s=[ onega, "Arg(Pf) ], axes=FRAME, | abel font=

[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=true)




Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]
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Hodnota modulu a fdze penosu pro kmitoet rovny hodnot p6lu penosu (v dB a rad.).
> eval f (20*1 0g10( abs(subs({si gma=0, onega=1000}, Pf))), 2);
> ar gunent (subs({si gma=0, onega=1000}, Pf));
-3.0
1 T (5.2)
4

Jak bylo eeno, nuly penosu neovlivuji charakter asové odezvy a tudiz i1 zde se na stabilit
takovéto soustavy se nic nezmni. V tomto jednoduchém pipad lze navic velmi dobe odhadnout
jak tvar impulzové, tak pechodové charakteristiky.

> Pt: =invl apl ace(subs(n1=0,P), p, t);
Pt n: =eval c(Re(subs({K=1, p1=-1000},Pt)));
pl ot (Ptn,t=0.00001..0.01,title="Inpulzni charakteristika,
| abel s=[t, Ptn "], | abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA, 8],
t hi ckness=2);




Pt:=K (Dirac(t) +¢”''pI)
Ptn :=Dirac(¢) — 1000 g 10007

Impulzni charakteristika
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> Pt p: =i nvl apl ace(subs(nl1=0,P*1/p), p, t);

Pt pn: =subs({K=1, p1=- 1000}, Pt p);

plot(Ptpn,t=0..0.01,titl e=" Pechodova charakteristika ,|abel s=
[t, Ptpn "], abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ,

t hi ckness=2);

1t
Ptp =K é”
-1000 ¢
Ptpn:=e
Prechodova charakteristika
1 -—
0.8 -
0.6
Ptpn
0.4 1
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0 : , : —_— , : : ,
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

YReélné pol v levé polorovin a nula penosu v pravé polorovin



V¥ Obecny pipad realné nuly v pravé polorovin a pélu v polorovin levé (
Ind| > |pl))

Nap. pro nl =1000,pl =-100a K = €L dostaneme

11
> Pf: =subs({K=1, n1=1000, pl1=-100, p=si gma+l *onega}, P);
6 +I1w—1000
Pf= 6.1.1
4 c+I1w+ 100 ( )

V nasem pipad by mohl obvod realizujici takovyto penos vypadat napiklad tak, jak je
ukéazano na tomto obrazku (obvod navic obraci fazi, tj. K<0). VSimnte si, Ze se jedna o "aktivni
obvod" - obsahuje izeny zdroj (v naSem pipad zdroj proudu izeny naptim). Tento obvod se
navic pomrn asto vyskytuje v linearizovanych obvodech rznych zesilova, tudiz se nejedna
o z4dny vykonstruovany piklad. Pasivni obvod slozeny pouze z rezistor, kapacitor a
induktor m4 vSechny nuly penosu v levé polorovin (jde o obvod s minimalni fazi). Odvozeni
této skutenosti neni opt naSim cilem a zvidavého tende odkadzeme na pislusnou literaturu.

T@ |

o

Zavislost penosu na komplexnim kmitotu p =6 +j ® je vynesena na nasledujicim obrazku.
> Surface: =pl ot 3d(20*| ogl0(abs(Pf)), onega=1.. 1000, si gma=- 1000.
. 2000, styl e=pat chnogri d, axes=box, ori ent ati on=[ 140, 64],
nunpoi nt s=2000) :
curve_o: =[ onega, 0, 20*|1 og10( abs(subs(si gma=0, Pf)))]:
B o: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 1000, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=2):
di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigma, log|Pf| ],title=
" Modul penosu v zavislosti na "konmpexnimkm totu" p,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

-1000

1000

Tvar modulové charakteristiky se oproti pedchozimu pipadu nezmni. Rozdil v§ak nastava v

charakteristice fazové. Oproti minulému pipadu zde fize penosu zaina na 180 (obvod otai
pro stejnosmrny signal fazi), jak bylo uvedeno. Diky p6lu penosu faze klesa, ale vlivem nuly

penosu faze klesa také az na 0°. To je velmi dleZité - nula vpravo m4 na fazovou
charakteristiku stejny vliv jako pol penosu, ale tvar modulové charakteristiky je stejny
jako by tato nula leZela v levé polotovin komplexni roviny. Tento poznatek vyuzijeme
hlavn tehdy, az se budeme zabyvat stabilitou zptnovazebnich soustav, kde jak uvidime je tato
otazka velmi dlezita.

> sem | ogpl ot (20*1 0g10( abs(subs(si gna=0, Pf))), onega=10. . 5000, y=
0..20,title="Modul ovd charakteristika s logaritm ckym
mtkem km totu [dB] ", | abel s=[ onmega, | og| Pf| "], axes=FRAME,
| abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2,
gridlines=true);
sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent (subs(si gnma=0, Pf)), onega=10. . 5000,
y=0..180,titl e=" Fazova charakteristika s | ogaritm ckym
mtkem km totu [deg] ", | abel s=[onega, Arg(Pf) ], axes=
FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8],
t hi ckness=2, gridlines=true);




Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]
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[ Zde je analyzovan pipad |nl| > |pl|. Analyzu opaného pipadu (|n/| < |pI|) nechame na
| tendi, zmna by odpovidala zmn v pedchozi sekci.
Na stabilit takovéto soustavy se nic nezmni, jak ukazuji ndsledujici vypoty a jak bylo eeno
jiz v pedchozim vykladu.
> Pt:=invl apl ace(P, p, t);
Pt n: =subs({K=1/11, n1=1000, p1=- 100}, Pt);
plot(Ptn,t=0..0.05,1abels=[t, Ptn “],title="Inpul zni
charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,
8], t hi ckness=2);
Pt:=K (Dirac(1) + (-nl +pl) e'")

Ptn = 11—1 Dirac(¢) — 100 g 1007




Impulzni charakteristika
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Odezva na Dirakv impulz - impulzni charakteristika se az na znaméko velmi podoba
pedchzimu pikladu (ve skutenosti se zmnilo zanaménko 1 velikost nasobné konstakty
exponencialy). Po odeznni pechodového jevu se systém opt ustali a vystupni signal zanika -
| obvod je stabilni.

Podobn se zmni i chrakteristika pechodova.
> Pt p: =invlaplace(P*1/p, p, t);

Pt pn: =subs({K=1/11, p1=1000, p2=- 100}, Pt p);

pl ot (Ptpn,t=0..0.05, | abels=[t, Ptpn "],title=" Pechodova

charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,

8], t hi ckness=2);

21
_= pl (-pl +p2) e? j
Ppp =K ( 2 + 2

10
11

-100¢

Ptpn .= - +e

Prechodova charakteristika
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V¥ Nula v pravé polorovin se stejnou velikosti jako pél (|n1|=|pl|) - fazovaci
lanek (All Pass)

Nap. pro nl =1000, pl =-1000 a K = ﬁ dostaneme

> Pf: =subs({K=1/2, n1=1000, pl=- 1000, p=si gma+l *onega}, P) ;
1 o+1mw—1000
Pfi=— 6.2.1
4 2 o+I1w+1000 621)

[V nasem pipad by mohl obvod realizujici takovyto penos vypadat napiklad tak, jak je
ukazano na tomto obrazku (pasivni realizace, kdy K=1/2).

R; R
}ﬁb to
] -
C
R

1: _—

L

Zavislost penosu na komplexnim kmitotu p =6 +j ® je vynesena na nasledujicim obrazku.
> Sur face: =pl ot 3d(20*1 ogl0(abs(Pf)), onmega=1.. 1000, si gna=- 1000.
. 2000, styl e=pat chnogri d, axes=box, ori ent ati on=[ 140, 64],
nunpoi nt s=2000) :
curve_o: =[ onega, 0, 20*1 og10( abs(subs(si gma=0, Pf)))]:
B_o0: =spacecurve(curve_o, onega=1.. 1000, axes=none, col or =bl ack,
t hi ckness=2):
di spl ay(Surface, B o, | abel s=[ onega, sigm, log|Pf| ],title=
" Modul penosu v zavislosti na "konmpexnimkm totu" p,
| abel f ont =[ HELVETI CA] , axesf ont =[ HELVETI CA, 8] ) ;




Modul prenosu v zavislosti na "kompexnim kmitoctu" p

-1000

1000

[ Modul penosu je v tomto pipad nezavisly na kmitotu, ale faze se s kmitotem mni - jedna se
o tzv. fazovaci lanek. Nula v pravé polorovin m4, jak bylo uvedeno stejny vliv na fadzovou
charakteristiku jako p6l penostu, tj. faze se v tomto pipad (jeden po6l, jedna nula penosu)

zmni celkov o 180°.

> sem | ogpl ot (20*1 0g10( abs(subs(si gna=0, Pf))), onega=10. . 50000,
y=-7..-5title=" Mdul ova charakteristika s |logaritm ckym
mtkem km totu [dB] ", | abel s=[onmega, | og| Pf| "], axes=FRAME,
| abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2,
gridlines=true);
sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent ( subs(si gna=0, Pf)), onmega=10.
. 50000, y=0..180,titl e=" Fazova charakteristika s | ogaritm ckym
mtkem km totu [deg] , | abel s=[onega, Arg(Pf) ], axes=
FRAME, | abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8],
t hi ckness=2, gridlines=true);




Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]

— MEPEE PP P PP
of---4--=-4---+---4
purt

ot -—-—-4-—-——4--—-"----
ot -——-"4-——4-—-—"----

. — ]

otr—-—=-1-—-—4—-—-=1-—--

" 104

1805

160

1401

1204
100

Arg(Pf) soH

[ Hodnota faze penosu pro kmitoet rovny hodnot polu resp. nuly penosu.

101

=]
oH++4+++44-
N

> ar gunent (subs({si gnma=0, onega=1000}, Pf));

Lx
2

6.2.2)

[ Na stabilit takovéto soustavy se nic nezmni, jak ukazuji nasledujici vypoty a jak bylo eeno

jiz v pedchozim vykladu.

> Pt:=invl apl ace(P, p, t);
Pt n: =subs({K=1/ 2, n1=1000, p1=- 1000}, Pt);

plot(Ptn,t=0..0.01, 1 abels=[t,"
charakteristika ,|abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =[ HELVETI CA,

8], t hi ckness=2);

Pt:=K (Dirac(t) + (-nl +pl) ")

Ptn = % Dirac(¢) — 1000 e

Ptn “],title="Inpul zni

-1000 ¢



Impulzni charakteristika
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asleduji piklady penos s komplexn sdruzenou dvojici pdl. Jsou ukazany vlastnosti penosu

N
|:0bsahujici jenu nebo dv nuly penosu, lezici na redlné ose i penosu s komplexn sdruzenou dvojici

nul.

\ 4

Komplexn sdruzZeny pol a nuly penosu na realné ose
> P =K*(p-nl)/(p-pl)/(p-p2);

K (p—=nl)
(p—pl) (p—p2)

(7.1)

V¥ Obecny piklad penosu s komplexn sdruZenym pélem a nulou na realné ose

[ Toto je jednoduchy obecny piklad redlného penosu, kdy je stupe itatele je mensi nez stupe
| jmenovatele s nulou v pravé nebo levé polorovin a koplexn sdruzenym pélem.

Nap. pro nl =-1000, p/ =-20 +1-100 a p2 =-20 — - 100 dostaneme nasledujici kmotitové

charakteristiky
> Pf:=subs({K=1, n1=-5000, p1=- 20+l *100, p2=- 20- 1 *100, p=I *onega},
P);

onega[ 0] =sqrt (2072+100."2); Q=rhs(9%/ 2/ 20;

sem | ogpl ot (20*1 ogl0(abs(Pf)), omega=10.. 100000, title=
“Modul ova charakteristika s logaritm ckym mitkem km totu
[dB] ", | abel s=[ onega, | og| Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =

[ HELVETI CA], axesfont=[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=
true);

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent (Pf), onega=10.. 100000, titl e=
"Fazova charakteristika s logaritm ckym nmitkem km totu

[ deg] *, | abel s=[ onega, "Arg(Pf) ], axes=FRAME, | abel font =

[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=




true);

1o 4 5000
(Iw+20—1001) (1o 420 +1001)

o, =101.9803903

Pf=

0=2.549509758

Modulova charakteristika s logaritmickym méFitkem kmitoctu [dB]
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]
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[ Je samozejmé, ze vliv nuly je stejny jako v pedchozich pipadech - zde nula na kmitotu 1000
rad./s mni strmost modulové charakteristiky (+20dB/dek) a v okoli tohoto kmitotu se mni

| fazova charakteristika o + 90°.
asova odezva je urena jak pro nulu na pravé, tak i na levé asti redlné osy.
> Pt:=invlaplace(P, p, t);




Pt nl1: =eval c(Re(subs({K=1, n1=-1000, p1=- 20+l *100, p2=- 20-1 *100},
Pt)));

Pt n2: =eval c( Re(subs({K=1, n1=1000, p1=-20+I *100, p2=- 20- | *100},
Pt)));

plot(Ptnl,t=0..0.3,title="Inpulzni charakteristika (nula

vl evo) ", label s=[t, Ptnl "],| abel font =[ HELVETI CA], axesf ont =

[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);

plot(Ptn2,t=0..0.3,title="Inpul zni charakteristika (nula
vpravo) , | abel s=[t, Ptn2 "], abel font=[ HELVETI CA] , axesf ont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2);

_ K (" (pl—nl) +e”" (-p2+nl))

Pt:

pl —p2
Pinl = e_20tcos(100 t) + 45—9 e_zotsin(lOO t)
P2 :=e¢ ' cos(100 ¢) — 55—1 e 2 5in(100 1)

Impulzni charakteristika (nula vievo)
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Impulzni charakteristika (nula vpravo)
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[ Jak je vidt z vySe uvedenych vztah a z tchto obrazk, poloha nuly nema vliv na stabilitu




_|_ | obvodu, pouze mni tvar signalu odezvy. Charakter odezvy je dan chrakterem pol penosu.

Déle se budeme v této kategorii zabyvat specifickymi pipady, které se pouzivaji v oblasti
kmitotovych filtr. Nebudeme také udavat pimo p6ly penosu, ale budeme pracovat s promnnymi

penosu ®;a 0, tj. s penosem ve tvaru:
> Pqg: =nuner ( P) / expand(subs({pl=(-1+sqrt(1-4*Q*2))*onega[0]/2/ Q
p2=(-1-sqgrt(1-4*Q*2))*onmega[ 0]/ 2/ @, denom P)));
Pg = - K (-p+nl)
) P9 2

p+ 0 +0)0

(7.2)

V¥ Komplexn sdruZena dvojice pél a dvojnasobna nula v nekonenu - dolni

propust (DP)

[ Penosova funkce je ve tvaru

> Pql: =K/ expand(subs({pl=(-1+sqrt(1-4*Q‘2))*onega[0]/2/ Q p2=(-1
-sqrt(1-4*Q‘2))*onega[ 0]/ 2/ @, denom(P)));

Pgl = K 1.2.1)
2, P% o

[a limitni hodnoty modulu penosu pro DC a velmi vysoky kmitoet jsou nésledujici:
> "Pqgl(infitiny)’ :pli_meql

Pql (infitiny) =0 (7.2.2)
> 'Pql(0)' = limOPqI
p—
Pg1(0) =% (7.2.3)
o
= B
Je zejmé, Ze se jednd o DP. Néasobna konstanta se obvykle udava ve tvaru K = —, Potom
®
0

| H, udavé pimo zisk v propustném pasmu.

[ Jelikoz jsme se timto typem penosu podrobn zabyvali v pedchocim vykladu, nebodeme zde jiz
| jeho charakteristiky znova prezentovat.

¥ Komplexn sdruZena dvojice p6l a nula v nule (nulovém kmitotu) - pAsmova
propust (PP)

Penosova funkce je ve tvaru
> Pg2: =subs({nl1=0}, Pq);

Pq2 =

(7.3.1)




Nap. pro 0, =1000, 0=-3 a K= %
> Pf: =subs({K=1000/ 4, onega[ 0] =1000, =4, p=I *onega}, Pq2):

sem | ogpl ot (20*1 og1l0(abs(Pf)), omega=100. . 10000, y=-32.. 0,
title=" Mddul ova charakteristika s logaritm ckym nitkem
kmtotu [dB] ", | abel s=[ omega, | og| Pf| ], axes=FRAME, | abel f ont =
[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=
true);

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent ( Pf), onmega=100. . 10000, y=- 90.
.90,title="Fazova charakteristika s logaritm ckym mtkem
kmtotu [deg] ,I|abel s=[onega, Arg(Pf) ], axes=FRAME,

| abel f ont =[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2
gridlines=true);

dostaneme nasledujici kmotitové charakteristiky

Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]
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)
Volba K = 60 byla urena tak, aby zisk v propustném pasmu H, byl prav 1, tj. 0dB, jelikoz

> 'Pg2(omega[ 0] )=H B] ' =si npl i fy(subs(p=I*onegal 0], Pg2));
_g\ - KO
(qu(mo) —HB) = o, (7.3.2)

Faze penosu je pro tento zlomovy kmitoet (= ®,) evidentm nulova a maximum modulove
| charakteristiky nastava také pi tomto kmitotu.
> sol ve(diff(eval c(abs(subs(p=I*onega, Pg2))), onega), onega) ;
eval f (subs({K=1000/ 4, onega[ 0] =1000, Q=4},[%A));

1 ﬁ/zgz—wm/ 40 +1 o,

O, -0 I(J)O, —10)0, —

(R 2 0
{ T20 14y a0 11 ®, Jag 2204 +1 ,
_E Q 5 E Q 5
{ \/4Q2—2—2\/ 40 +1 o
- 5
[1000., - 1000., 1000. I, -1000. 1, 992.1567414 + 125.0000000 I, -992.1567414 (7.3.3)

— 125.0000000 1, 992.1567416 — 125.0000000 I, -992.1567416 + 125.0000000 I]

_Nyni najdme kmitoet poklesu modulu penosu o 3dB oproti maximu:

> oml2: =sol ve(eval c(abs(subs(K=onega[ 0]/ Q p=I *onega, Pg2))) =
1/sqrt(2), onega);
eval f (subs({K=1000/ 4, onega[ 0] =1000, @=4},[9A4)) ;




(1 +V1+4) o, (-1+V1+40) o,

_ 1 _ L
oml2: > 0 75 0 ,
L ie114 ) o, L1440 ),
2 0 2 0
[1132.782218, -882.782218, 882.782218, - 1132.782218] (7.3.4)

Je zejmé, ze 2. a 4. vysledek je zaporny. Uvazujme tedy pouze dva vysledky om12, = o, a

oml2; =, kter¢ jsou ilustrovany na tomto obrazku a niZe je dkaz uvedenych skutenosti.

A
2
Hp| +---- Wi = wh
|
He| | 1 N
ﬁ | : |
| | | :
| | | =0
R
I 1 T l:.-L-:'
()  — >
0 Wilso Wwae

> 'onegal 2] -onegal 1] ' =sinplify(oml2[ 1] -onl2[ 3]);
> "onegal 1] *onegal[ 2] ' =si npl i fy(oml2[ 3] *onl2[ 1]);

0
)
2
0, ®, =0, (7.3.5)
_Hodnota faze penosu pro zlomovy kmitoet @
> sinplify(eval c(argunent (subs(p=I*onega[ 0], Pg2)))) assum ng
1, K>0, onega[ 0] >0;
0 (7.3.6)

[ asova odezva je nasledkujici
> Pt n: =i nvl apl ace(subs({K=1000/ 4, onega[ 0] =1000, =4}, Pg2), p, t)

plot(Ptn,t=0..0.03,title=" Inpulzni charakteristika (nula
vl evo) ", label s=[t, "Ptn "], abel font=[ HELVETI CA], axesfont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2) ;

Ptn = 250 e 1251 (21 cos(375\/7t) —ﬁsin(375\/7t))
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Impulzni charakteristika (nula vievo)
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Jak bylo odvozeno vyse, charakter odezvy je pln uren charakterem p6l penosu, tj. kmitoet
odezvy je dan imaginarni asti pdlu, zatimco tlumeni je dano jeho redlnou asti.

> 'pl2' =sol ve(subs({onegal 0] =1000, Q=4}, denonm(Pg2)));
p12=(3751y7 —125, -125 —=3751J7 ) (7.3.7)

Ptn

[ Dale uvazujme penosovou funkci se dvmi nulami a dvma (komplexn sdruzenymi) poly.

> P:=K*(p-nl)*(p-n2)/(p-pl)/ (p-p2);
_K(p—nl) (p—n2)

(p—pl) (p—p2)

(7.3)

Opt nebudeme uvadt pimo p6ly penosu, ale budeme pracovat s promnnymi penosu @ a Q, tj. s

penosem ve tvaru:
> Pqg: =nuner ( P) / expand(subs({pl=(-1+sqrt(1-4*Q‘2))*onega[0]/2/ Q
p2=(-1-sqgrt(1-4*Q‘\2))*omega[ 0]/ 2/ @&, denom P)));
Pq = K(-p+nl) (-p+n2)
P ®, 2
p2+ 7 +0)O

(7.4)

¥ Komplexn sdruZena dvojice pol a dvojnisobna nula v nule (nulovém
kmitotu) - horni propust (HP)
[ Penosova funkce je ve tvaru

> Pg3: =subs({n1=0, n2=0}, Pq) ;

2
Kp
p(DO 2

p2+ 0 +(DO

Nap. take pro o, =1000, 0=-3 a K =1 dostaneme nasledujici kmotitové charakteristiky
> Pf: =subs({K=1, onega[ 0] =1000, Q=4, p=I *onega}, Pq3):

Pg3 = (7.4.1)




sem | ogpl ot (20*1 ogl0(abs(Pf)), omega=100..10000,titl e=

" Modul ova charakteristika s logaritm ckym mtkem km totu
[dB] ", | abel s=[ onega, | og| Pf| "], axes=FRAME, | abel f ont =

[ HELVETI CA], axesfont=[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=
true);

sem | ogpl ot (180/ Pi *ar gunent (Pf), omega=100. . 10000, titl e=
"Fazova charakteristika s logaritm ckym mtkem km totu
[deg] ", | abel s=[ onega, Arg(Pf) ], axes=FRAME, | abel font =

[ HELVETI CA], axesfont =[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2, gri dl i nes=
true);

Modulova charakteristika s logaritmickym méritkem kmitoctu [dB]
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C /
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Fazova charakteristika s logaritmickym meéritkem kmitoctu [deg]
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[ Volba K = 1 byla urena tak, aby zisk v propustném pasmu H, byl prav 1, tj. 0dB, jelikoz



> '"Pg3(infinity)=Hinfinity]'=limt(Pg3,p=infinity);
(Pg3(®)=H,) =K (7.4.2)
_Naj dme kmitoet maxima modulu penosu.
> omax: =sol ve(di ff(eval c(abs(subs(p=I*onega, Pg3))), onega),
onmega) ;
eval f (subs({K=1, onega[ 0] =1000, Q=4},[%AU));

20,0 20,0 T a0 -1+ a1 ,

omax =

Jaod—2 Jag—2 ? Q
{ T20 14y a0 11 ®, Jag 2204 +1 ,
_E Q 5 E Q 5
{ \/4Q2—2—2\/ 40 +1 o,
- 5
[1016.001016, -1016.001016, 992.1567414 + 125.0000000 I, -992.1567414 (7.4.3)

— 125.0000000 1, 992.1567416 — 125.0000000 I, -992.1567416 + 125.0000000 I]

=Maximum modulové charakteristiky je pak:
> Hmax: =si nplify(eval c(abs(subs(p=I*omax[1],Pqg3)))) assum ng

Q1, K>0;
eval f (20*1 0g10( subs({K=1, onega[ 0] =1000, Q=4}, %)) ;
Hman 2K
Jaor—1
12.10959407 (7.4.4)

Modul a faze penosu pro zlomovy kmitoet (0 = @,).
|Hm|11'| :

e -

3

[H(j

> sinplify(eval c(abs(subs(p=I*onega[0],Pq3)))) assuni ng 0,
K>0:;
> sinplify(eval c(argunent (subs(p=I*onega[0],Pqg3)))) assum ng
0, K>0;
KQ




% n (7.4.5)

Hodnota faze penosu pro zlomovy kmitoet .

> sinplify(eval c(argunent (subs(p=I*onega[0],Pg3)))) assum ng
@1, K>0, onegal 0] >0;

% n (7.4.6)

[ asova odezva je nasledkujici

> Pt n: =i nvl apl ace(subs({K=1, onega[ 0] =1000, Q@=4}, Pqg3), p, t);
plot(Ptn,t=0..0.03,title="Inpulzni charakteristika (nula
vl evo) ", l abel s=[t, "Ptn "], |abel font=[ HELVETI CA], axesf ont =
[ HELVETI CA, 8], t hi ckness=2) ;

Ptn := Dirac(t) — % e 1P (21cos(375V7 ¢) +317 sin(375V7 ¢))

Impulzni charakteristika (nula vievo)
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[ Jak bylo odvozeno vySe, charakter odezvy je pln uren charakterem pol penosu, tj. kmitoet
odezvy je dan imaginarni asti pdlu, zatimco tlumeni je dano jeho redlnou asti.
> 'pl2' =sol ve(subs({onegal 0] =1000, Q=4}, denom(Pqg3)));

p12=(3751y7 —125, -125 —3751J7 ) (7.4.7)

I:V posledni ukazce je piklad penosu s dvmi nulami a dvma poly. Na nm je demonstrovan vliv
| Lkomplexni dvojice nul na chovéani obvodu (v asové i kmitotové oblasti).

Nyni jiz zname vSechy mozné pipady, které se mohou vyskytnout v penosech linearnich nebo
linearizovanych soustav s jednoduchymi i koplexn sdruzenymi poly a s jednoduchymi nulami penosu.
Nasleduji pipady s komlexn sdruzenou dvojici nul penosu. Jelikoz nuly penosu nemaji vliv na
stabilitu obvodu, je situace daleko jednoduzsi nez tomu bylo v pipad pol penosu. Vliv na
kmitotové charakteristiky je u koplexn sdruzenych nul pesn inverzni (zrcadlov pevraceny podle
osy ®) oproti koplexn sdruzenym p6lm, tudiz znadmy. Rozdil je pouze v pipad nul v praveé
polorovin, kde modulova charakteristika zstdva inverzni, ale fazova chrakteristika je shodna jako v
pipad pol. O pispvcich jednotlivych pdl na celkové vlastnosti (v kmitotové oblasti) jsme hovoili



na zavr minulé kapitoly (aco_pol.mws). Tyto poznatky samozejm plati i zde, pro penosy obsahujici
| jak poly tak nuly.
Definujme penos opt v nasledujicim tvaru, tery take upravime pro zadani parametr mya Q, tj. s
penosem ve tvaru Pq.
> P =K*(p-nl1)*(p-n2)/(p-pl)/(p-p2);
> Pq: =nuner (P) / expand(subs({pl=(-1+sqrt(1-4*Q‘2))*onega[ 0]/ 2/ Q p2=
(-1-sqrt(1-4*Q*2))*onegal[ 0]/ 2/ @&, denom(P)));
_ K(p—nl) (p—n2)
(p—pI) (p—p2)

Pg = K(—p—i—;;](j)(—p-l—nZ) ®)
0 2
p2+7 +0)0

Y Komplexn sdruzeny pdl i nula penosu



